HYGINO H. DOMINGUES—

Professor da Universidade Estadual Paulista (UNESP)

GELSONIEZZI

Professor da Pontiffcia Universidade Catdlica (SP)

Algebra
‘Moderna

' 23 adighio




Capa

Roberto Franklin Rondino
Sylvio Ulhoa Cintra Filho

Composicdo, desenhaos e artes

Atual Editora Ltda.
Fotolitos

H.O.P. Fotoclitos Ltdsa.
CIP-Brasit Cat Pubk

Clmars Brasigira do Lo, SP'

D718a
3-Oﬂo

B2-2417 .

"'flm"";" Bigivo Hugveras, 1934.
aon Iua?.l I::d; d/ fysim B, Dominguea, Gel.
1982, + 8ds ~- Siio Peulo : Atual,

Bibliografis,

1, Argebra I, Texel, Gelsmon, 1939. 1T, 2ty

17, CDD-812.89
i8. =512

indiaa
L. 5 Parn calfiogs sislamiteo:

7a moderma  512.89 (17.) 512 (18.)

Todos os direitos reservados g

Rua Joss Antonio Coetho, 7

ATUAL EDITORA LTDA. B;

Telefone: 575-1544

04011 — S&o Paulo — §p

LOYLEVY

2468109753

S~

NOS PEDIDOS TELEGRAFICOS BASTA CITAR O cODIGO ADTMO441M

PREFACIO

O presente texto originou-se no curso bésico de Algebra (trés semestres) que
os sutores tiveram a oportunidade de ministrar na Pontiffcia Universidade Cat6-
lica de S¥o Paulo a partir de 1973. Conseglientemente, fica patenteado desde lo-
go seu objetivo precipuamente didético. O livro tem um enfoque cléssico, prati-
camente nfio exige pré-requisitos (os capitulos D e | suprem esta parte) e atem-se
205 assuntos mais basicos e elementares da Algebra, com exceglo, talvez, do capi-
tulo VI, sobre Anédis Fatoriais, de cardter um pouco mais especifico que os demais.

No que se refere & aprendizagem de Algebra, especialmente nas licenciaturas
em Mateméatica, duas perguntas caracterizam ds um modo geral as dificuldades
dos estudantes: {a) “Para que serve a Algebra Moderna?” — td0 grande &, muitas
vezes, a distdncia entre os conceitos que estdo sendo estudados e as suas possiveis
aplicagbes; {b) “Como se faz para estudar Algebra, para resolver exercicios de
Algebra?” — indagaclio que  suscitada de um lado pelo grau de abstraglo que se
faz necessério e, de outro, por nfo haver em geral nos textos sobre & metéria uma
gradacio adequada das dificuldades, seja nos exemplos apresentados, seja nos exer-
ciciog propostos.

Nao foi nosso objetivo apresentar aqui uma resposta & primeira dessas per-
guntas. Um livro de Algebra Aplicada necessitaria muito mais material: a ponte en-
tre a teoria e uma aplicag¥o prética é, muitas vezes, mais dificil e laboriosa que a
propria teoria (além de se constituir, também, em mais teoria). Cremos que o pro- '
fessor, em suss aulas, em funcio do préprio curriculo de seus alunos, poderia {e
deveria) tancar essas “‘pontes teoria-aplicacSio’’, com vistas a motivar ou a justificar,
em termos de algo mais “‘concreto”, aguilo que ird ser focalizado em seu curso.
Sem gquerer desprezar a importéncis que 0 enfoque dessas poss fveis aplicacSes possa
ter am termos de motivagio no ensino de Algebra (muito ao contrério), entandespos
que uma boa resposta 4 segunda das perguntas acima pode ser grandemente deci-
siva nesse sentido. '



Neste particular houve uma tentativa dos autores para rmelhorar um pouco
as coisas: a linguagem do texto é simples, direta, quase semprs auto-suficiente; 2
simbologia é moderada; no texto da teoria s30 intercalados exemplos e exerciclos
resolvidos de fdcil entendimento; hé uma boa quantidade de exercfcios propostos,
colocados mais ou menos em ordem crescente de dificuldade {muitos, inclusive,
de nfvel equivalente), com varios resolvidos e respostas para diversos outros,

O capftulo 0, sobre NGmeros Inteiros, ndo é apenas um prérequisito para os
demais: & também uma oportunidade de apresentar uma introduc¥o suscinta 80
assunto, tio importante dentro da Matemdtica, mas hoje em dia muito esquecido
nos curriculos de graduaclo. O capitulo |, sobre “Relagles”, & bastante longo e
esmiucado pois, além de ser também um pré-requisito para 08 seguintes, ¢ assunto
qua em grende parte figura nos programas de Matemética de 1.° e 2.9 graus, daf
resultando também 2 extensfo com que é apresentado, Os capltulos H e {1 con-
tém as nogles bdsicas sobre Grupos, Anédis e Corpos. O capftulo 1V, sobre Poling-
mios, também ¢ bastante detathado em face da sua Importancia: entre outras coisas
procuramos destacar a diferenga entre “polindmio” e “fungfo polinominal” e as
coincidéncias estruturais entre o anel dos inteiros e um anel de polindmios sobre
um corpo. As conexfies do assunto com a Matemdtica do 2.° grau também con-
tribuiram para que nele nos detivéssemos um pouco mais. No capltulo V estudam-
-s& &t ligaghes antre estruturas de ordem e algébricas, mas somente a nfvel de andis,
o que nos parece suficiente tando em vista & proposta do livro. Finalmente o capf(-
tulo VI constitui uma generalizacSo da teoris dos nimeros inteiros e da dos poli-
ndmios sobre um corpo, vistes anteriormente, com ligeira incursSo a assuntos ne-
cessdrios em graus mais adiantados, por exemplo na Teoria de Galois.

Ouanto & redaglo inicial do livro, coube ao Prof. Hygino H. Domingues es-
crever a parte de teoria, sendo que o capftule | foi elaborado juntamente com o
Prof. Gelson lezzi. Quanto aos exercicios [escolha, colocagdo e resolugdo) a divislo
inicial de trabalho foi a sequinte: Prof. Hygino H. Domingues — capftulos 0 e V;
Prof. Gekon lezzi — demais capftulos. Nesta segunda ediclo, além das correglies
faitas, registremos o acréscime de noves exercicios resolvidos e de respostas a mais
alguns exerclcios propostos.

Deixsmos aqui nossos agradecimentos as equipes de Algebra da PUC-SP ¢ do
IBILCE (Rio Preto) pelss sugestSes e obsgrvacBes feitas, de muita valia para esta
ediglo. Ao Prof. Roberto C. F. Costa, da USP, peic que nos ajudou sm termos de
leitura de originais para a primeira edi¢fo. A todos, enfim, que nos apresentaram
sugestles construtivas.

S. Paulo, 1982
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Capitulo 0

NUMEROS INTEIROS

1. N3o faremos agui uma construgdo logico-formal do conjunto dos nimeros
inteiroz. Nem ijremos desenvolver um trabalho sistemdtico ou profundo sobre o
assunto. Admitirernos, de partida, vérios pressupostos elementares, visando & obter
alguns resuitados qua serdo necessdrios nos capitulos posteriores, 0s quais, Muitas
vezes, ndo 530 do conhecimento dos alunos gue iniciam um curso de Algebra.

2.  Indicaremos por Z o conjunto dos nameros inteiros. Portanto Z - {0, £1,
+2, .. .}. Admitiremos gue ja sejam do conhecimento do leitor as propriedades
bdsicas da adicfo e da multiplicacdo em Z das quais destacaremos as seguintaes:

Adigdo
ata+lb+cl={a+bl+c, %a, b, ceZ lassociativa)
bljatbeb+a, ¥%a beZ /{comutativa)
c) a+0=a, YaelZ (0¢éo slemente neutro da adicin)
d a+(-a)-0, ¥YaeZ (-aé o simdtrico aditive de a)

Mul@iplimﬁo
a} atbc) = {ablc, ¥ a, b, ce2 (associativa)
blab=ba, ¥ a be@ (comutativa)
eda.1=-a, ¥V aeZ. {14¢celemento neutre da multiplicagio)
dlab=0 = a=0oub=0 (lei do anulamento do produto)
e ab=1 = a=%1 ¢ b= 1.
-f) alb+cl=ab+ag, ¥ a, b, ceZ (amultiplicagdo é distributiva em rela-
¢do & adigdo)



Admitiremos também j& conhecida a rel

acio “menor ou igual” em Z, tra-
duzida palo simbolo ‘<"

e cujas propriedades fundamentais sio as seguintes:
ala<a, YaeZ reflexiva) _
bla<hb e b<a = a:=bh {anti-simétrica)
clashb s b ¢ = axe {transitiva)
d} Dados 2 & b em Z, entdo ou a < b ou b a ({totalidade)
@) axb = arc€hse, WeeZ (compatibilidade ¢om a adicio)
fli<a e 0<Kb = 0<ab {compatibilidads com a multiplicagio).

Nota: Um nimare inteirg Bositive é um numero do submnjunto/zpz {D.+1 42,001
subconjunto esse que pode ser identificado com o conjunto M= {0, 1,2, ... Jdos
ndmeros naturais. Um elemento ade Z, se caracteriza pels fato de que 0 < a,

Os elementos de 2= {+1,42,+3,. . .} sdo os /nteiros estritamente positives. Dado

A€Z, se ~acZ ,dizemos que a é negative & se -a e Zque a é estritamente nega-
tiva,

g} Regras de Sinais

Com o significado dbvic do simbolo “<” valem as seguintes impticagdes:

(i) 0<aeO<b = 0<ab
i) 0<aeb<O = ab<pn
{iii) a<C0D e b<0 = 0<ab

h) Principio do menor numero inteiro

Seja L um subconjunto ndo vazio de Z. Dizemos que L é limitado infsrior
menie se existe um elemento a € Z de maneira queasx, ¥xel

Q principio do menor nimero inteire nos garante o seguinte:

“Se L é um subconjunto nao vazio de Z & L & limitado inferiormante, entéic
existe £5 € L de maneira que %, <t x, ¥ x € L.

E facil provar que esse elemento o 4 Gnico. Damos o nome de minimo
de L ac elemento & assim definido.

Ll e
R~ il

Exemplo

_ O conjunte L - {-2,0,2, 4,...}¢ limitado inferiormente. Os limites infe-
riores de L sd0-2, -3, -4,.. . O minimo de L é -2,

_ Um subconjunto S C 2 nio limitado inferiorment
nimo. Por exemplo S= {..., .6, -4, -2
existe portante © minimo de S.

e ndo possui, é clarg, mi-
. 0} ndo ¢ limitado inferiorments. Nio

2

1 Inducéo

Primaira principio de inducio ' . .

Apesar da designagio cldssica trata-se de uma proposicio relatwame.nte f%cuj
de provar a partir dos pressupostos com que ja contames. Seu enunciado é o
seguinte:

“Dado a ¢ Z, suponhamos que a cada inteiro n 2> a esteja associada uma afir-_
magdo Pi(n). Entdo, P(n) serd verdadeira para todo n > a desde que seja possivel
provar o seguinte:

(i) Pla) é verdadeira; o o
{iit Se Pir) é verdadeira para r 2 a, entdo P{r+ 1) também & verdadeira.

Como ¢ artificio e o raciocinio usados para provar esse “‘principio salo os
mesmaos usados para demenstrar 0 “segundo principio de indugio™, qua seréd vis-
to a seguir, omitiremos a demonstracio deste primeiro para fazer apenas 8. do
segundo.

Exemplo: Provarque 1+n<2", ¥n3x0.
n=0: 1+0<2% é Ghviamente verdadeira, n
. y . = 2r+1
Suponhamos 1+r <2, com O <r. Entio 2+ r €2+ 2r=2{1+¢) 2.2 =
Dal: 1+ {1+r} 271 :

Segundo principio oe inducio

"Dado a ¢ Z, tuponhamos que a cada inteiro n 2 a esteja associada uma
afirmagdo P(n}). Entdo P(n) serd verdadeira para tode n = a, desde que seja pofstvel
pFovar o seguinte: :

(i)  Pla) ¢ verdadeira; i

- {ii} Dada r>> a, se P{k) & verdadeira para todo k tal que a < k < r, entdo
P(r} é verdadeira.” e

Demonstracdo: -Seja L= {x ¢ Z | a < x e P(x) ¢ falsa}. Mos'tr_ernos que
L=¢.% L#d¢,como L §limitado inferiormente, entdo existe o n'IlI"llm.() £ de
L. Devido & (i) & # a. Sendo % o minimo de L, entdo Pix) ¢ verdadeira para
todo elemento x de Z tal que a < x < £,.

Entdo podemos concluir, com base em [ii}, que P{%,) & verdadeira. Absurdo.
Esta contradi¢io prova que a afirmagdo do principio é verdadeira. ®



4. Miktiplos e divisores

Seja a um nGmero inteiro. Os mittiplos de a sio os nimergs
0, ta +2a, ...

ou seja, os nimeros ka, onde k é um elemento qualquaer de Z. Evidentemente sa
ka @ ha sdo mltiplos de a, entio sua soma e seu produto

ha+ka=(h+kla & {(ha}(ka)- {hak)a
também séo mdltiplos de a.

Quando se tern ¢ = ab, a, b, ¢ ¢Z, dizemos que a & um divisor de ¢ ou

que a divide ¢ & que c é divisivel por a. Notacdon:a | c. Para a relagdo assim defi-
nida vale o seguinta:

fa} als ¥aeZ poisa-a.1

{b) Sealb e bja e ainda, a, b e Z , entdio a-b.

N Com efeito, b= ac, g a= bc;.Sea=0(b-0), entio ba0 (@a= 0). Caso con-
trario teremos ¢, > 0 e ¢, > 0. Como a~ alc, ¢, ), entdo ¢, ¢; = 1. Donde Ci=Cp=1
ea=h.

L

{c) Sealbeb|c,entdoa]c
De fato, por hipétese temos b = ad, e c= bd,. Dal c= ald,d,).

{d) Sedlb e alc, entio & | bx+cy), ¥x,yez.
Provemaos. Por hipdtese b = ad, e c= ad;. Logo bx = a{xd;} e cy = alyd, ).
Partanto bx « cy = a(xd,+ ydz} o que vem mostrar que a divide bx + cy.

5. Algoritmo da divisio

Seja b um ndmero inteiro estritamente ;;ositivo. Dado 2 ¢ Z, entdo ou a &
um miitiplo de b ou estd situado entre dois mﬁltiplos consecutivos qgb e {gq+ 1)b
de b: gb < a < {q + 1)b. Neste caso tem-se
0<a-gh<b
¢ que se obtém somando - (gb} as desiguaidades anteriores. Fazendo r = g ~-gb
obtemos '
' a=bg+r,onde 0 <¢<h,

Sintetizando os dois casos podémos dizer que

“Dados a, b e Z, com b estritamente pasitivo, existem q, r € Z, de maneira
quea=bg+r & 0<r < h'" )

Obviamente r - 0 quando a & miltiplo de b.

Suponhamos dgora a=bg+rebqg, +r,, onde 0 < f, 11 < b. Admitarnos
que se pudesse ter r # ry, por exemplo r> r,. Como

.- blay -a)=r-r;
terfamos entdo q; > q. Assim
r=ry +blg, - q}
Ora, sendo r; > 0 e gq; -g 2 1, conclui-se desta iftima igualdade que r > b o
que é sbsurdo. Entdo r= r, e, consequentemente, g; = q. ®
Os elementos g ¢ r acima, cuja unicidade acabamos de provar, chamarm-se,
respectivamente, quociente @ resto na divisio euclidiana de a por b.

O resuitado que acabamos de cobter recebe a designacio de algoritmo da
divisdo ou algoritmo de Euclides em Z.

Exemplos

() a=B60 e b=7. Nestecaso 60=7.8+4,0nds q-8 e r=4.
(i) a=-60 e b=7. Aqui, -80=7. (-9}+3, g=-9 e r=3.

6. Miximo divisor comum

Definigiio 1: Dados a, b ¢ 2, dizemos que d ¢ Z & mdximo divisor comum
entre a e b se (i) d > 0; (i} dlaad]|Db e (iii) se d' é um rlmero intairo tal que
d'[a e d"| b,entdod’ | d.

Observaces |

al Se d e d; sio mdximos divisores comuns entre a e b, entdo d= d,. De
fato, como d | d, e d, | d e, ainda, sdo ambos positivas, concluimos
que d = dl;

b} Sea=-b=0, entdo d = 0, como & dbvio;

¢ Sea=0 ¢ b#0,entdo d =|b{;

d) Se d é méximo divisor comum entre a e b, antSo d também & médximo di-
visor comum entre ae -b, ~aeb 8, ainda, entre -a ¢ -b, 0 que ndo ofere-

ce dificuldade nenhuma provar.

Notagdo:  Indicarernos por mdc (a, b} 0 maxime divisor comumentrea e b
gue j@ sabemos ser inico, quando existe. A proposicio a seguir nos garante sua
‘existéncia-em todos os casos.

Proposiciio 1:
me divisor comum de a & b.

Damonstragdo:  Levando em conta as observagSes ecima podemos nos li-
miter a0 caso emque a> 0 ¢ b > 0.

Quaisquer que sejam a, b ¢ Z, existe d € Z que & o mdxi-



Seja L« {ax + by | x, ¥ € Z}. Evidentemnente axistem elementos astrita-
ments positivos em L {facase, por exemplo, x = y » 1). Seja d o menor desses
elementos. Mostremos que d é o méximo divisor cormum entre a e b.

(i) d é Sbviamente maior que zerc;

{ii} Como d € L, entdo existem xq, yg € Z de maneira que d = axg + bye-
Apticando o algoritmo da divisio aos elementos a & d:
asdg+r [0<r<dh

Das duas tltimas igualdades tiramos
a=f{axg + byp)g+r
ou, ainda
r=a(l -axo}+b{-yolg
0 gue vem mostrar gue r ¢ L. Sendo r positivo e levando em conta a escolha do
elernento d a conclusdo 4 que r= 0. Daf ficamos com a = dg 0 que mostra que d la.
Analogamante se prova que d | b;

{iii) Sed [aed |b, comod=axy+ by, entdo & claro que o’ [d. ™

Nota: Se d= mdc(a, b}, antdo se verificou, na demonstracio acima, que d=axg+bvy ,
onde %y, yo & Z. Os elementos xg &y, que satisfazem tal identidade nio sdo

unicos. Uma tal identidade recebe o nome de identidade da Bezout am Z para

os elementos a e b.
7. Nameros primos

Definigio 2: Um nGmero p € Z é chamado ndmero primo se (i) p # 0;
(i) p % £ 1 e (iii) os dnicos divisoras de p sio 1,-1, p e -p. _

Observagdo: Os divisores 8, -a, 1 ¢ -1 de a € Z sio chamados divisores
triviais de a. Dizer que a ndo & primo significa, quando 2 # 0 ea # £ 1, que exis-
tem outros divisores de a além dos triviais. Um ndmero a e Z tal que a # 0,
a ¥ t 1, ¢ nfio primo serd chamado de nimero inteiro composty- Por exempio,
0 niymero 6§ € composto pois além dos divisores 1, -1, 6 & -8 triviais, admite
também os divisores 2, -2, 3 e - 3.

ponpi’oz Se p é primo e p [ ab, entdo p Iaoupfb (Pormducaose
plaja; ... a,, entdo p divide um dos a,.) (Lema de Euclides)

Demonstragdo:  Suponhamos que p ndo seja divisor de a. Entdio os divisores
comuns de p e a sd0 apenas 1 e -1. Dai mdc(a, p) = 1. Logo existem xg, y, € Z
de manaira qua

1=axo + p¥y-
Portanto

b= (ab)x, + pibyg).
Comopliab) e plp.entfop|b. =

i — e

Proposigio 3: Seja a um namero inteiro ndo nulo e diferente de * 1. Entdo
o minimo do conjunto S= {xeZ|x>1 e x| al é um ndmero primo.

Demonstragdo: Como a e - a sdo divisores de a é Sbvio que S # ¢

Sefa p © menos dos elementos de S. Se p ndc fosse prima, entdo existiria
um divisor ndo trivial ¢ de p. Como (-q} também serd um divisor de p, pode-se
dizer que existe um divisor q, de plq; = g ou gy = -qg) tal que 1 <aq; < p. Mas
dep!aea |pdecorme queq | a gue significa que g, ¢ 5. Absurdo pois p é
o mfnimo de S.

Taorema 1 {Teorema fundamental da aritmética}: Dado um nlmero intgiro
a> 1, existem r nimeros inteiros primos estritamente positivos p;, ..., p, de
maneira que a=pyp; ... p, {r 2 1). Além disso, se tivermos também a=q,4 ... q,,
onde os @ sdo primas estritamente positivos, entdo r = s e cada p; é igual a um
dos'qi .

Demonstragdo: {(a} Usatemos o segundo principio de induciio. Se a = 2,
enio a afirmacgiio do enunciado é vilida pois o numero 2 é primo. ’
Suponhamos o tearema vélido para todo b & Z tal que 2 < b < a. A propo-
sigio 3 nos garante que existe um namero primo p; > O que divide 8: a= p; a;.

"Sga, = 10oua, éprimo, a conclusdo é imediata. Caso contrdrio, como 2 <a, <a,

a hipdtese de indu¢do nos garante que a; = py .
estritamente positivos € primos. Logo
a=ppz . --Pp,-

{lil pr--.p2thh...q0 = m |a1az...q, = pylq (1 €] <s), devido
a proposi¢io 2.

Suponhamos j= 1. Entio py | g, e dal py = 9, uma vez que q; & primo
g p; > 1. Cancelando p; e q; na igualdade inicial e prosseguindo com o racioci-
nio desenvolvido até aqui, chega-se 4 unicidade da decomposigio. »

P, ir-121), onde os p; s80

Corolério: -Seia a um nimero inteiro ndo nulo ¢ diferente de * 1. Entdo
existem (e sfo Onicos) os nlmeros primos estritamente positivos py, . . ., P,
{r > 1), de maneiraquea=*tpy ... p .

Demonstragdo: evidents, ®

8.  Congruencias

Definigdo 3: Seja m > 1 um ndmero inteiro. Dados 2, b ¢ Z, dizemos que
a é cBngruo a b, médulo m, se, e somente se, m | {8 -b).

Nortacdo: a = b(mod m).



Exsmplos

{a} 21 =1 {mod 5| pois 21 - 1= 20 & divisivel por 5.
(b} 100 =1 (mod %) pois 100 - 7=99 ¢ miltiplo de 9.

Propriedadas .

(a) a=a {modm), ¥acZ poisa-a=0 & divisivel por m.

(b} a=b (modml= b=a (modm).

De fato,se m | {a - b), entdo m | (b - a), poisb-a--(a-h).

fck a=b (modm) ¢ b=c {(modm} = a=c {mod m}.

Provemos. Como m | {a -b} e m | (b - ¢}, entdo m|[{a - b} +(b - )],
ou seja, m | {a -¢). isto equivale 3 tese.

{d) a=b{modm)ec=dimodm) = a+c=b+d (mod mh

Fica como exercicio & verificacdo desta propriedade.

el a=b lmodml = ac=be {modm), ¥ce Z

Exercicio.

i} a=b (mudml= a' =b" (modml, ¥r2=1.

Para r= 1 a implicagdo é evidente.

Suponhamos a° = b’ {mod m). Entdc a' ¥ I = ab” {mod m}. Por outro lado,
de a = b (mod m}, segue que ab" = b" " ' {mod m). Juntando as duas conclusBes
ticamos @’ * ' =b"* ' (mod m).

Exemplo:  Critério de divisibilidade por 3.

A relacdo definidz acima no conjunto Z, que denaminames congruéneia, po-
de ser usada para explicar o critério de divistbilidade por 3, entre outros, da ma-
neira como veremas a seguir.

Um nimero natural a }1 sempre admite a decompasicao

a=ag+8;. 10s3;.10%+. . .v2 . 10
quando se usa a base 10 para o sistema de numeragdo. Nessa representagdo, que
¢ dnica, ag € 0 algarismo das unidades, a; o das dezenas, e assim por diante. Entdo;
ag=ag (med 3)
10a;=a, Imod 3),pois10=1 [mod 3)
10%a;,=a; (mod 3), pois 102 =1 [mod 3)

i

Semando as congruéncias acima de acordo com a propriedade {d) achamas
a=a +a+...+a_ (mod 3.
Disto se tira 4 seguinte conclusio: se ay +. ..+ a, for divisivel por 3, isto g,
obngruo a zero modulo 3, o namero a também serd divisivel por 3, e vice-versa.

"

EXERCICIOS

1. Prove por indugio:

/@t+2+3+..‘+n=&n;—u, ¥oel, n3.
@12+22+32+...+n2= nin+ 1)[2n+ 1] . ¥nen, n>1.
; e ,

cl 0<a = 0<a", ¥nem
Observacéo: dafinese 8" assim: =1 ¢ a=a""1 a ¥r>o0
E!* a™. a"=a™* " ¥ m, neN. {ndugio sebre n, fixando ml
) @M=, ¥ monen.
T a<0 = 0<s" e a1 <0, ¥neN
@) 2975 3" a1 g divisivel por 11, ¥neN, n3=l.
b 32" 12" g divisivel por 7, ¥ e L
i 2*Pa 1B -1 4 divisivel por9, ¥nelN, n=1,
il 3Nt g, 4801 miltigta de 17, ¥ ne M.
2. Sejam s. b, ¢ € N *nGmercs sam divisores comuns tais que a° + b” = ¢”.
a} Mostre que ou @ oy b é par;
b} Mostre gue ou & ou b € miltiplo de 3.

@ Mostra que 0 quadrade de um ndmero fmpar d da forma Sg+ 1, q € Z.

4, Seja a £ € um numero ndo divisivel por 5. Mostre que B = bg+ 1, g &F.

Sugestiin:  examinar as quatro possibilidades para 2, itto &, a=Taua=20ua=3
oug=4 I(modB5l .

8.  Sejama, bEZdemodoquemde ia, b]=1.5e8]| c a b|ec, mostre que ab | ¢

8, Usa o rasultado do exercicio anterior pars provar que 6 | ni2n+7) (Tn+1), ¥ nelZ
Solugio:
Basta prover gue 2 [n{2n+7) (7n+ 1) a que 3| n{2n + 7} (7n + 1) visto que mde
(2.31=1.Senédpar,antSo 2 [nelogo 2 in (2n + ?) (Tn + 1). Se n=2t + 1 {{mpar),
pntda Tn+1=14t+8=2{7t +4} e portanto 2 In{2n + 7) {7n + 1). Para provar
que 3|n (2n + 71 {7n + 1) besta considerar o8 casos n=3t, n=3At+1en=3t+2¢
proceder analogamente.
L . . nin+ 1) .
1 Mostra gue, pera todo inteire n, o méxima divisor comum entre 2n+ 1 B él

8, Prove gue mdc (a, bl = mdcia+ be; a+ble-1H, ¥a b, c€Z

Sugestfo:  mostre que todo divisor de a e b & divitor de a+ bc B a+ bie —1) e vice
VETsa.

o &



10.

11.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18,

19.

10

Mostre que a” - & & miltiplo de 3, WaegZ,
Mostre que & - b° & Giti
g e multiplo de 3 se, e sormente se, 5 -b & miuktiplo de 3.
Mostre que 6 | nin+ 13{2n+ 1}, ¥ nez.
Mostre que 30 | n(n®-49)(n*+ 49), ¥ nez.

Ache o resto de divisio de a = 531. 312, 2 por 7.

]
Ache o algarismo das unidades dos nimeros 9{9 ) ] 7[71}.
Solugio:
Q algarismo d tr7)
parismo das unidades o;e 7 € o resto ns divisso ruclidiana dests nGmero por 10, Te-
mos: 7 =7 (mod 10}, 7% =9 (mad 10), 7° =3 (mod 10}, 7* =1 (mod 10} », da-
Ui em d_i}ants, o resultados se repetam ciclicamente médulo 4. Logo basta situar o ex-
poents 7° quanto a este aspecto. Ora: 7 = 2 (mod 4.7 =1(mod4) e portanto 77 = 3
{mod 4), ?:sl;n _o a;:poeme 77 astana mesms claise do axpoente 3, médulo 4, e CONZaqLN-
tements 7 =7 =3 imod 10). Donde o algarlsmo das unidades procurado & 3.

o 1000
Ache os dois altimos glgarismos dea 7” }.

Enuncie e justifique critérias de divisibiidade por9,5 11 ¢ 6.

Mostre que o conjunto dos ndmeras primos positivos & infinito.

&Wo: suponha que o5 ndmeros primos positivas formem um coniuntol finito.
Sejam P1. P2, cee P, 0% primos positivos. Mostre que py . Bz P3.-.p+tépri-
ma.positivo e diferente dos B; anteriores, o que # absurdo. ’

Sejam a, b, ¢ €2 nimeros tis que a | be e mde fa, b) = 1. Prove que a | c.
Sugestio:  use a identidade de Bézout,

Mostre que se p & primo, entdo p | “’] onde 0< i < p.

" Salugda:

Como (P} = plp—-1U...ip=1+1
! il

,amsop{p-'u...qp-l+n=t'§1,u.

P, .
Donde p | ( j Vit e, como pT1! (se dividisse teria que dividir i oul — 1oy . . -0u 18 quendo
& possve! pols}<pl,emaopltﬁl,jiquepéprimo.

Sejam 8, b € 2, S8 existem x, y € Z tais que ax + by = 1, mostre que mde (a, 'b)= 1.

Capitulo I
RELACOES
APLICACOES
OPERACOES

§ 19— RELAGCOES BINARIAS

1. DEFINICAO

Definigho 1: Dados dois conjuntos E & F, ndo vazios, chamase produto
cartesiano de E por F o conjunto formado por todos os “pares ordenados™ {x, y}
com x em E e y em F. Costuma-se indicar o produto cartesiano de E por F coma
notacio E x F (lése: “E cartesiano F'’). Assim, temos:

ExF={{x,y) I xeE e yeF}

Definigiio 2: Chamase reiapdo bindria de £ em F todo subconjunto R
ds ExF. .
" (R érelagiode EemF) e RCExF
A definiciio deixa ¢laro que toda relagio 4 um conjunto de pares ordena-
nados. Para indicar que {a, b} € R usaremos algumas vezes a notacio a R b [(l&-
sa: “a erre b’ ou "a relacionase com b segundo R’'}. Se (a, b) £ R, escreveramos

akhb
Os conjurtos E e F sio denominados, respectivamente, confunto de psrtids

e conjunto de chegada da relagao R.
2. EXEMPLOS

19) Se E=1{0,1,2} ¢ F={-2,-1,0,1,2}, entdo:
E x F- {(0, -2" {04 _1}r tu! O}r (Ot 1]: {Oa 2)! (1: '2}u t‘r "1}u {1, 0). (1. 1'!
(1,2),(2,-2),(2,-1), (2,00, (2, 1), {2, 2} }

1M .



" los elementos x para cada um dos

Qualguer subconjunto de
plos de relagdes:

Ry = {0, 0}, 1, -1}, {1,1}}

Ra = ({0, 1), (1, 2), (2, -2), 0, -1), (1, 0)}
Rs = {{2,-2)}

)

2% SeE-

F =2, entio ExF § o conjunto formado por todos os pares
ordenados de nimeros inteiros. Umn exemplo de relagdo de Z sm Z é-

R=_{{x,y}erZ|x=v}-
= {...t-n,-nl,...,(-1,-1},(0,0},11, PRI 0 V|

3 SeE-F- IR, entdo ExF ¢ o conjunto formade por todos os pares

ordenados de ndmeros reais. Uim exemplo de relacio de R am R ¢
R={(x, v} ¢ RxR | y =0}

.

3.  DOMINIO E IMAGEM

-

Seja R uma relacdo de E em F.

Definigdo 3: Chama-se dominio de R o subconjunto de E constituido pe-

quais existe algum ¥ em F tal que xRy. Em
simbolos:

DRI={xe¢E| FyeF xRy}

Definigde 4: Chama-se imagem ds R o subconjunto de F constituido pe-
los elamentos y para cada um dos quais existe algum x em E tal que xRy. Sim-
bolicarmente, temos:

Im{R)= {yeF| 3 xeE:xRy}
Em outros termos,

dos pares ordenados que
mos dos pares de R.

D{R) é o conjunto formado pelos primeiros termos
constituem R e Im(R) ¢ formado pelos segundos ter-

Assim, voltando aos exemplos anteriores, temos:

1°) DIRJ-{D,1}e ImiRy) - {0, -1, 1}
D(R;)={D,1,2) @ Im(Ry)= {-2,.1,0,1, 2}
D(Rs}= {2} e Im(R;)}= {-2}

2% DIRI-Z e ImiA}-Z

3% DIRI=R e Im(R)= R,

ExF & uma relagdo de E em F: entip sdo exem-

.~ REPRESENTAGOES

. a) gréfico cartesiano o )
Grande parte das relagbes de que se trata em MateTatlcab sazl;zLZQsone T:
#& F (conjunto de partidal e F {(conjunto de chegada) séo su ct.;narjm os de &
e casos, o grafico da relagdo é o conjunto tjios pn':mtos dt‘e ur: ;ﬂ 0 doraco e
ﬁisistema de coordenadas cartesianas ortogonais, cujas abscissa i
té¢mos ¢ as ordenadas os segundos termos dos pares que constitu

Exemplos

1 Ry - {(0,0),(1,-1, (1, 1}}  Ry= {{0,1),01,2),(2,-2}, (0,-1}, {1,0)}

Y i
Y
2 2
1 1
0 -
: 1 2 . vo2 X
1 -1
2 -2
v
) E-2Z .
F=Z
R= {(x.y} eZxZ | x=y} 4
|3
2
1
—a|-3|-2] 1 °:12345x
-1
2
-3
4
-5

13 ,



5.

e indica-se por R, a seguinte relacio de F em E:

19} Sﬂ E'{aha‘z.aa}.

29)

3 Ea~R
F=iR

R= {ix, y) e R xR ly>0}

b} esquama de Flachas
Quando E 2 F sip conjuntos finitos com *

répresentar uma relacio R de E em F da seguinte forma: representamos E s F

por meio de diagramas de Venn e indicamos cada {x, y) ¢ R por uma flecha com
“origem” x & “extremidade” Y.

Exemplo

E« {0, 1, 2}

F-= {-2,-1,0, 1,2}

R= {(0,0),(1,-1), (1, 1))

Poucos” elementos, podemos

INVERSA DE UMA RELAGAO

Definiclio 6: Seja R uma relacio de E em F. Chama-se

relagdo inverseg de R,

R~ {ly. x) e FXE | {x, y) ¢ R}

Exemplos

Feiby, by, by, be} e
R=- {{a. by}, (a;, by), {as, ba), (a3, by} }, entdo:
R = {Iby, ay), (bs, ayl, (b, az), by, a5} }

SeE-F«R e n-{tx,v}eln’ly-zx}, entio
R™ = {ly,x) eR? | ya 2x} - {(x, V) eR? | x=2y)

4

# SeE-F-R e R={lx,yleR* |x*sty-2* <1}, entho: -..}
R - {ly.x) eR? | x* + y -2° <1} {x,y) e R? |y? o (x-2)2 <1

e - - l
- Representacdo de R ]
o} Se a relacio R admite um grifico cartesiano, entio o mesmo ocorre com
Rr*. Notando gue: .
x,yl e R = {y, x} e R, _ By .
fiea evidente que o grifico cartesiano de R™' § simétrico do gréfico de R, em

relagio 4 reta de equecdo v = x. Exemplos:

1]

H ¥
#‘n v 2%

x4 ly —213 w1

b) Dado o diagrama de Euler-Venn de uma reiagic R, obtemos o dElagr?:'ua
de R™! simplesmente invertendo o sentido das flechas. Por axemplo, se E= {a;,

83,83}, F={by, bz, b3, ba }e R= {(a;. by}, {a;, by}, (a3, b3}, (a3, ba) }, temos:
3+ 493 ., 5 ' 4 y

F



l Propriedades: sjo facilmente demanstriveis @s propriedadas seguintes para
R
a) DIR™) = Im(R)
b) im{(R) = D(R)
d (R''-R

Deixamos a prova como exercicio.

6. RELACAO SOBRE UM CONJUNTO

Definigio 6: Quando E- F & R ¢ uma relacio de E em F, diz-se que A
€ uma relagdo sobre E, ou ainda, £ é uma relagdo em F.

As relacBes sobre E vio merecer um destague espacial neste fivro. Veremos
algumas propriedacdes que podem apresentar e, a seguir, estudaremos dois tipos

de relagBes sobre E que tém caracteristicas importantes: as relagdes de equiva-
léncia e as relages de ardem.

No estudo das relacSes sobre um conjunta E, com E finito e tendo “pou-
cos” elementos, § muito Gtil a representacio através do esquema de Fechas, que
pode ser assim simplificado: répresentamos o conjunto E com seus elamentos g
indicamos cada par (a, b) da relagdo através de uma flecha com “origem” 2 e
“extremidade” b. Se {a, a) estd na relagdo, usase um “laco” envolvendo a, con-
forme exemplo a seguir.

Exempio

O esquema ao lado representa a
relacdo
R= {{a, a), {b, b), (a, b}, (b, c), (c, b} } so-
bre E= {a, b, c}.

7. PROPRIEDADES

Daremos a sequir as principais propriedades que uma relagio R sobre um
conjunte E pode verificar.

18

-
% g} Reflexiva
Dizemos que R é reflexiva quando estd satisfeita a condigfo:
(¥ xt{xe E = xRx)
iifo 6, R & reflexiva se todo elemento de E se relaciona consigo mesmo.
’ Se désignarmos com Ag o conjunto A = {{x,x) | x e E}, entSo R & refle-
xiva quande &, C R.
Exemplos
1% ° A relagiio R = {{a, a), {b, b}, {c, c), a, ¢}, {b, a) }sobre E = {a, b, c} & rafie-
xiva pois aRa, bRb, ¢ cRe. :
29 A relagéo R de igualdade sobre o conjunto R dos ndimeros reais: xRy «= x= y
. éuma relacdo reflexiva pois, para todo x real, x= x.
® A relat;é‘o R de paralelismo definida sobre o conjunto E das retas do espago:
' XRy <= x{y
é reflexiva pois, para toda reta x, x/x.
Contra-exempio _
: Notemos que uma relagdo R schre E ndo é reflexiva quando existir um ele-
mento x em E tal que x B x. Assim, por exemplo, a relagio R = {(a, a), (b, b),
(a, b}, (b, 8}, (a, c), {c, a), (b, c), {c, b} } sobre E= {a, b, c } ndo & reflexiva pois cRe.

b} Simétrica

Dizemos que R 6 simétrica quando estd satisfeita a seguinte condigfo:

{ ¥x,yéEJ]{xBRy = yRx
isto 6, R € simédtrica quando, estando x relacionado com vy, tamos também vy ra-
lacionada com x.

Exemplos
19 A relagio R - {(a, a), (a, b}, (b, a}, (b, b} }é uma relagho simétrica sobre
. E={a b, cl.
2 A relacio A de perpendicularismo definida sobre o conjunte E das retas
do espaco:

xRy « xly
& simétrica pois, para duas retas x e y quaisquer, x ly — y L x.
391A relagic R sobre 0 (conjunto dos nimeros racionais) definidal por:
xR y <« x*=y? ¢ simétrica pois, para dois racionais x e y guaisquer,
.x2=v2 $v2=x'2'

~ Contra-exemplo

Notemos que uma relagdo R sobre E ndo & simétrica ser axistirem x ¢ E e
V%irﬁlii que xRy e yBx. Assim, por exemplo, a relagdo R = i{a, a), (b, b}, ic, ¢},
3} sobre E- {a, b, c} niio é simétrica pois aRb ¢ bR a.




¢} Transitiva

Dizemos que R ¢ transitiva quando estd satisfeita a condicdo:
{ ¥x,v.z€E){xRy e yRz = xRz
isto €, se x estd relacionado com y e y estd relacionado com z, entdo x estd rela-
cionado com &
Exemplos
19} Arelagio R- {{a, a), {a, b), ib, ¢}, {a, ¢} } sobre E= {2, b, ¢ }é transitiva.
29 A relagio R de semethance definida sobre o conjunto E dos tridngulos do
e5paco:
xRy = x~Nvy
€ transitiva pois, sende x, y e z tridnguios quaisquer, x vy ey vz = x 2

3% Avrelacio R sobre N (conjunta dos n(meros naturais) definida por:

xfy < x < y é transitiva pois, dados trés naturais x, yez,sex S y e
y<zentdo x = 2

Contra-exemplo
Notemos que uma relagio R sobre E ndo & transitiva se existirem X, vy, 2 € E

tais que xRy, yRz & x B z. Assim, por exemplo, a relagio R = {(a, a}, (a, b), (b, ¢},

{c. ¢) }sobre E= {a, b, ¢ } ndo é transitiva pois aRb, bAc e a R c.

d) Anti-simétrica
Dizemas que R € anti-simétrica quando estd satisfeita a condicdo:
{¥xX,vyeE) xRy ¢ yRx == xey)
ou, a equivalente:
[¥x, yeE)ix#¥y = xRy.ou yRx)
isto 8, se x e y s3o elementos distintos, entdo x ndo se relaciona com y ou y ndo
se relaciona com x. ' :
Exemplos
1°)  Arelagio R= {{a, a), (b, b}, (a, b}, {8, ¢) } sobre E = {a, b, c} & anti-simétrica.
2% A relacio R de divisibilidade sobre N:
. xRy <= x|y (l&se: “x ¢é divisor de y")
¢ anti-simétrica pois, dados dois nimeros naturais x e y, se x {yey | x
entio x = vy.
3% A relagio R sobre IR dada por xRy == x < y & antisimétrica pais, sendo
X & y nOMaros reais guaisquer, se x €y 8 y & X entdio x=v.
Contra-exemplo

Notemos que uma relagéio R sobre E pdo é anti-simétrica se existirem x,y € E
tais que x * y, xRy e yRx. Assim, por exemplo, a relagic R= {{a, a), (a, b), ib, a},
{b, b, {¢, ¢} } sobre E= 1a, b, ¢} n30 4 anti-simétrica pais a # b, aRb e bRa.

18

ga: Se E & finito, com “poucos’ elementos, & possivel visualizar se as pro-
priadadﬂs definidas se verificam ou néo para uma relacdo R, através de um esquema

de flechas, do seguinte modo:

Reflaxiva _
" Em cada ponta do diagrama deve haver um lago.
Examplo Contra-exsmplo

S ©
. O

Simétrica

Toda flecha deve ter duas “pontas’.

Exempio Contra-exemplo
© PG 0O
ce / od ce id
E | E
Transitiva

Para todo par de flechas consecutivas existe uma flecha cuja origem & a
da primeira ¢ a extremidade, a da segunda.

- Exemplo

Contra-exemplo

O—f

ce « ———u o¢d




Anti-simétrica
Niio hé flechas de duas pontas,

Exemplo Contra-exemplo
g >< - 4 .
Cea eod C® e e
E

EXERCICIOS

Seiam A= {0.2,4,6,8}eg={1,3,5,8 ). Enumerar os elementos das seguintes relagdes

Rl,-. {{x,_vlfoB|v=x+1}s Ry={lx,yleAXB| xSy} Dizer qual é ¢ do-
minic, 3 imagein 8 a inversa de cada.

A é um conjunto com & alementos e R= {{0.1}; (1, 2): (2 30;[3,4)} & uma
sobre A. Pedese obter: 03,4 ralécio

I} os elementos de A:

]  dominio e imagem de R;
il os elementos, domfnio e imagem de R~} ;
IVl  osgrificosde R ¢ R™L,

Seja R={x,y) Ixe R, ye R, 4x*+9,°-36} 2

Segue-se o esboca de R no diagrama
coordenado ce iR x IA:

Achar: -3 3 -
{1} o dominic de R; _/ x
12} 3 imagem de R;

3 fpL

Seja R a relagdo nos numeros - W= {1, 2,3, .. _}definida pela sentenga aberta
“2x+ y=10", isto € seja R~ {{x, y) I x e MY yeN?, 2x+ y=10}.
Achar:

{1} o dominio de R,

{2} a imagem de R, 3 rRL

Sejam A e B dois conjuntos com m e n elémentos, respectivamente. Calcular © nimero
de elementos de A x B g oz numergs de relagbes de A em B.

—— e . [ — =

1.

1.

12

Seje A a relagic em A= {1, 2,3, 4,5} ! que:

xRy < ix -y é malhiplo de 2}

Enumarar os elemantos de R. Que propriedades A apresents?
Sugmstio:  fazer o diagrams de flechas.

Enumerar 03 glermnentos das seguintes refactes em A= {a.b.c,a}
CQue propriedades By e Ay apresentam?
A A

e JG——8
G G——

Um casal tem 5 tilhos: dlvaro, bruno, cldudio, dario e elizabete. Enumerar os elementas
da relacdo R definida no conjunto E= {a. bc.de }por xRy < x éirmdo de y. Que
propriedades B apresenta?

Nera: x & irmo de v quando x & homem, X £y e % ey 1ém 05 mesmaos pais.

‘Seja A o conjunto das retas definidas pelos vértices de um paralelogramo abed. Enumerar
08 elementos da relacdo R em A assim definida: x Ry < x b4 Y.

Quais $i0 a5 propriedades apresentadas por R?

Note: x & paraleta a y quando x=y ou x 1 y=¢ com x e y coplanares.

Detarminar todas as relagdes bindrias sobre 0 conjunto A= {a, b }
Quais sfo reflexivas? £ simétricas? E transitives? E anti-simétricas?
Sugestio: examine cada subconjunto de Ax A.

Seja A= {1, 2,3 } Considergm-se¢ as seguintes relagtes am A:
Ry= {11,200, ;2,20 12 1); 3,31}

Rp= {01, 1042, 20: 43, 3% (1, 2): 12, 31}

Rz= {01, 1 {2,2); 11,21 (2,3 3. 11}

Ry= AxA

Rg = ¢

Quais sdo reflaxivas? simétricas? transitivas? anti-simétricas?

Corstruir sobra o conjunto E = {a, b, c, d }ralacées Ry, A2, Ry ¢ B4 tais que Ry 86
tem a propriedade reflexiva, Ry s§ a simétrica, Ra s0 a transitiva o Rg 86 a anti-simé-
trica.

Sugestiio: faca o diagrama de flechas.

Pods uma ralagéo sobre um conjunto E 7 ¢ ser simétrica e antisimétrica? Pode uma
relagdo sobre E ndo fer simétrica nem anti-simétrica? Justifique.

Seja R uma relagBo em IR {conjunto dos nimeros reais) @ saja G, seu grifico cartesiano.
Qual ¢ a particularidade apresentadz por Gr quando:
8] R § refloxiva? b} R é simétrica?
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15.

18.

17.

18.

19.

Esbogar os gréficos cartesiancs das seguintes relagdes am R:
Ry={tx, y)eR? e y®=1}

Ra={x, vl el I x+y <2}

Ra= {tx, vt eR? | y?ax}

Ra= {tx, vt em? |s®+ y2 <a}

Ry = {h(. y! (:‘Il:l2 |x2+x-y3+y}

Re= {tx, v) eR” | x*+y? <16 fou X2+ vi-16<0))
Ry= {ix, ¥) em? |2 4v2 >0 (oux’- 4y2.- 90}

Re= {tx, vy eiR? | x?+y* > 16}

Ro = {ix, v} €R? | x?- ay? <9}

Rig = {{N. v} Slﬂ'z ' ys= xz }

A= {ix, v} eR? |y <ul)

Riz= {tx. vl €R? fy <3 - x}

Ria= {[x! V}flﬂz |y =2 50n x}

Ris= {lx, v} 6IR? |y 2 x°}

Ris= {0, vi eR? | y> &}

Quais sfio reflexivas?

Quais siio simétricas?

Seja A um conjumto finito com n slementos.

Quantas siio as relacGes bindrias am A?
Cuantas $30 as relacGes reflaxivas em A?
Quantas siic as relacdes simétricas em A?

Prover que se uma relacéo R § transitiva, entiio H'? também o é.

Sejam R & S relacies no mesmo conjunto A. Provar que:

a B Nstapngt

bt 7 Us™ - (RUsH!

c) Se R ¢ § sfo transitives, entfa B M S ¢ transitiva

d} Se R & S sdo simétricas, entfo RUS ¢ R N S sJo simétricas
o} Parstodo R, RUR™? § simétrica,

Seja R uma relagdo de E em F o 5 ums relscdo de F em G. Chama-se reiacio composts
de A 0 5 a seguinte relagdo (indicada SoR) de E #m G:

SoR = {{x,zlEExG| AveF:ix,vIeERe Iv,zlES}.
Mostre que: '
al SoR) ' -R 587!
b) Se R é reflexiva, entSo RoR ™' ¢ R0 R também o siio (R C E x E).
c) 5S¢ R & uma rolagso sobre E. entdo RoR ! & R™1o R sio simétricas.
d) Se R o S 30 relaghes simétricas sobre um conjunto £, sntdo:
SoR ¢4 simédtrice <= SoR= RoS.

§20— RELACOES DE EQUIVALENCIA

1 ___'-_ngplmc.lo

. ‘Defintgio 7: Uma relagdo B sobre um conjunto E nédo vazio l? chamadalr.ela-
cdo de sguivaléncia sobre E se, # somema se, R é reflexiva, simétrica e transitiva,
isto &, o 380 verdadeiras as sentengas:
' {(¥x)(x€ E = xRx)
it (¥ x ¥y} {xRy = yRx}
i { ¥x ¥y ¥z} (xRy e yRz — xRz)
Quando R é uma relagio de equivaléncia sobre E, para exprimirmos qL'Je
_ (a, b} € R usaremos a notaclo a = b (R), que se I§: “a & equivalente a & médulo R

2. EXEMPLOS

19y A relacio

R= {(a, a), (b, b, (c, cb. a, c), ic, a} } (a:- — .@
4 uma relago de equivaléncia sobre

E= {a, b, c}. . (—)
»

b

2%) A relagiio de igualdade sobre IR:
xRy = x=y¥
.6 uma reiacio de equivaléncia pois:
(¥x)xeR = x=x)
(¥ x ¥yl (x=y == y=x}
(¥x ¥y ¥2) (X=y ¢ y=2 == x=12)

3% A relagio de congrusncia médulo m fonde m € Z e m> 1) sobre Z, confor-
h me foi visto no item 8 do capitulo zero .

4%) A relagio de paralalismo definida para as retas de um espaco euclidiano:
xRy e x/fy
& uma relagdo de equivaldncia, pois, se x, v, z s#o retas do espago, temos:
i) x §x
i) xfy == yfx
§i} (xfyeylz) =» xfz




3. CLASSES DE EQUIVALENCIA

Dafinigiio 8: Seja R uma relagio de equivaléncia sobre £. Dado a € E,
chamase classe de equivaléncia detarminada por a, mbdulo R, o subconjunto 3
de E constituido pelos elementos x tais que xRa. Em s'mbolos:

a« {x e E|xRa}

Definigio 9: O conjunto das classes de equivaldncia médulo R serd indica-
do por E/R e chamado conjunto quociente de E por R.

Exemplos

19)  Na relagio de equivaiéncia
R= {ta, a), (b, bl. fc, c}, ta, c}, {c, a} }
temos:
a={a c}
b- {b} O
c={c, al »
E/R= {{a,c}, {b}} E

2°) A relagio de congruéncia médulo m sobre 2

xRy <= x=y (mod. m)
onde m € Z e m > 1, determina em 7 um conjunto quociente Z/R que serd
indicado por Z,

_ Vamos provar que Z,, tem exatamente m elementos, isto &, z =101,
2,....m-1}

i) Dado & ¢ Z, efetuemos a divisia euclidiana de a por m. Sendo g O quociente
e r o resto dessa divisio, temos: '

a=mg+r 0 r < m)
logo,a~r=mq,isto ¢, a=r (mod. m), ou ainda, 7= F.

Como r e {0,1,2,...,m-1},temosque

BeZ, = 3¢ {ﬁ,T,i,...,m-‘l}
i} Suponhamos agora que axistam duas classes iguaisem {0, 1,2,... . m-1},
isto d:

?-?comﬂﬁr(s(m
Neste caso, temos:
T=% = r=g (mod. m) == mis-r
Como 0 < s-7r < m isto é impossivel,
Logo © nmero de elementos de Z,, 4 exatamente m,

beE ‘As seguintes proposicSes 530 equivalentes:

,1-.grm 1:  Seja R uma relagio de aquivaléncia sobre E ¢ sejam ae E e

() aRb; (1) aeb;, (I} bea; (IV) a=B
Demonstracdo
{1y = {il}: dacorre da definicdo de classe de equivaldncia

() = (Ill}: aeb — aRb = bRa == bea
{Hin = (IV): da hipotesa b eE_deco_rre bRa e, pe_la propriedade simétri-
ca, dicorre aRb. Provemos que a C'b e b C a. Dado x € &, temos:

xeT = xRe = xRb = x¢€b
entio a Cb.
Dado um x € b, temos:

xe_bsih xRb _
= xRa — x¢€3

por hipbtese bRa

entée bCa.
{Iv) = {l}:

ja xea=b. Temos:

como acaebeb, ndo sdo vazios os conjuntos a e b. Se-

%e® — xRa — aRx
xab — xRb

4. PARTICAO DE UM CONJUNTO

.:Definigio 10: Saja E um conjunto ndo vazio. Diz<e que uma classe ¥ de sub-
conjuntos ndo vazios de E é uma particdo de £ se, e somente se:
a} dois membros quaisquer de & ou s8o iguais ou sdo disjuntos;
b} a wnido dos membros de ¥ é igual a E.

Exemplos E
19 #-{{1},{2,3}, {4}} 6 uma
partigio do conjunto E - {1, 2, . 2
3,41
3 4
%



. 29)  Sejam ]

P=1ixeZ |xépar}

I= {xeZ!xéimpar}
entjo ¥ = {P, |}é uma par-
tigic de 2.

3%) & {Joes, - 1[.[-1,1], H,+ =]}
& uma particio de IR.

J-oo. -1 f-1,1] J1.4w]

Provaremos a seguir que, através de uma relagio de equivaléncia sobre um
conjunto E, fica determinada uma particio de E & vice-versa. Cartos conceitos
matemdticos como os da nimera inteiro, nlmero racional, nimero regl, vator, 2tc.,
sfo fixados através de refagBes de aquivaléncia e classes de equivaléncia cuje cons-
trucdo se baseia nos teoremas sequintes.

Teorema 2: Se R & uma relacio de equivaléncia sobre um conjunte E,
entdo E/R é uma particdo de E.

Demonstragio

a) Seja 3 € E/R. Como a relacio R é reflexiva, entio aRa, portanto, 2 ¢ a.
Assim, a # ¢ paratodo a ¢ E.

b} Sejam 3¢ E/R eb e E/R tais que 2 ND * ¢. Provaremos que a= b, De
fato, seja y € a N b; entiio:

yea — yRa =+ aRy
= gRb == z=b

VEb = yRb

¢} Provemos que U a=E

1) Paracade ae E, temos a < E, portanto, ai_.le alE

S it . L =

B DR e——

- (1) Sendo X um alamento qualquer de E, temos:

E = XRx = Xe¢X — x€ U
x€ acE

i EC U a »
Assim, atE

Teorema 3: Se F ¢ umé particio de E, entfio existe uma relacio R de
ia sobre E de modo que E/R«» & . L
squivalncia so q o - (Lt/
L A
Demonstragio:  Seja R a relac&o sobra E afsssm definida:

xRy == EAE;’ xeAeveA w
jsto é, x estd na relagio com y quando existe um conjunto A da partigio & que
contém X 8 v,

Tamos:

{i} Para todo x em E, existe uma classe A em § tal que x € A, portanto,
xRx.

{ii} SendoxeE e ye¢E, vem:

xRy = JAcF: x,veA = y,xcA == ny
{iii) Sendo x, vy, z ¢ E, vém:

xRy == JA e 3 :xveh

YRz = A e F:vy,zcA;

“Como A; N Ay £ ¢, entiio A; = Ay, portanto x, 2 ¢ A = Az € .‘fe,assirn,
xRz. = '

Exavﬁpfo
Dada a particdo
&« {{a. b}, {¢}, {d, e, 1]}

de E= {a,b,c, d, g f}, a ela podemos
associar a relacio de eguivaldncia

ve—rst)

_Ra{{a, a), {a, b), (b, a), {b, b}, {c, c), {d, d), {d, e, {e, d), {e. o), (e, f), {, &), (F, f),

(f, d), Wd, f} }.

#temos E/R- {{a, b}, {c} (de f}}= &



EXERCICIOS

20.

.

24.

25.

Quais das relspoes abaixo o relagdes de equivaldncis sobre E = {a. b, c} ?
Ry = {(a, al, (3, b}, {b, a}, b, bl, {c. ) }

Rz = {la, al. la, b), Ib, al, tb, b}, (b, &) }

R3= {la al, ib, bl, t, c). lc. b, ia, c). tc, 3 |

Rs = ExE

Rs =&

Quais das seguintes sentencas abertas definem uma relagio de equivaléncia em N
{conjunto dos nameros naturaist?

3l xRy = I k€Z|x-y=3k bl x|y
) xE y dl mde (%, yl=1
&} n+y=10

Sela A o conjunte dos tridngulos do espage auclidiano. Seja B a relagdo em A defi-
nida por:

xRy <= x ¢ semethante & y. Mostrar que R & de equivaléncia.

Seja A o conjuntc das retas de wn plano O e s&ja P um ponto fixo de @ . Quais das
releces abaixo definidas 580 relacOes de equivalancia em A?

al xRy < nfy

bl xAy — x.ly

¢ xRy = Pex(y

Mostrar gue a relacéio R sobre MxM tal que (e, b) R (¢, d} &= a+b=c+déuma
relagdo de equivaldncia.

Mostrar que a relagio S sobre ZxZ" tai que la, b S (¢, d) < ad= bc é ums relagdo
de aquivaidncia.

Seia E um conjunto n3o vazio. Dados X ¥ € %(E] (conjunto des partes de E} mostre
que as.relagbes B e S sio de equivaléncia em P

al XRY = XN Aav M A
Bl XSY o X UJA=Y U A
onde A é um subconjunto fixo de E.

Seja A= {x €Z | 0<x <10} ¢ R s reiagdo sabre A definidapor xRy <= 3. keZ |
x - ¥ = 4k. Determinar © conjunto-guociente A/R.

Sej A= {K ez |Ixl 65} a A a ralagao sobre A definida por xRy <= x2+zx=v2+ 27,
Oeterminar o conjunto-quaciente AfR.

n.

- 3%

Sejsm E= (-3, -2, -1,0,1,2,3} 8 R= {ix, y) €ExE | x+ }x|= y+ Iy]}. Mostrar
que R é uma relacdo de equivaléncia € descrever E/R.

Sgja R a relagdo sobre O definida da forma seguinte xRy <> x -y € Z Provar
gue A & ums relacio de equivaléncia e descrever a classe 1.

Swja R = {{x. vy € Iﬁ2 ix -yé 0}. Provar gua R é uma relacdo de equivalénciz e des-
créver 85 classes rapresentadas por 1/2 e +/ 2.

Mostrar que a relagido S sobre € (conjunto dos mimeros complexos] definida pela
Isi:

e+ yil S tze ti) o= xPryi=gi+t
com x, ¥, Z, t €iR, é uma ratacdo de equivaldncia. Dascrever a classe 1+ .

Mostre que 4 uma relacdo de eguivaléncia em C:
R=* tla+bi, c+ di} | b=d}. Descreva o conjuntoguociente EfR.

Sejam P = {x;, vy} e Q= (xa, y2) pontos genéricos de um plana cartesiano . Mostra
que 8s relagdes a sequir sdo relagdes de equivaléncia sobre 7 e interprate geéometrica-
mente as classes de equivaléncia e 0 conjuntoquociente, em cada caso.

a) PRO == upyp=ay;
bl PSQ <= yr-yr=x1-x

¢) PTQ =

dl PVQ =— k]X}*kgv%=k|K%+sz%, com Ky > ky > 0.

b4 3 b] 2
X YIERIFY2

Qual & a relagdo de equivaldncia associada a cada uma das seguintes particoes?
) am={{ao} {c.de}}
i AR={{a,b.c} {a}, {e}}

my ame-{fo,+2, 14, .}, {+1,23,¢5,...}}
Quais sdo as relagbes de equivaléncia sobre E= {a, b }?
Enumerar todas as relagies de equivaléncia sobre A= {a, b, ¢ }.

Gaaritas sdp es relacies de equivaléncia que podem ser estabelecidas sobre E = {a, b,
c dff

Seja A uma refagdo reflexiva sobre um conjunto E. Mostre que R é uma relagio de
squivaléncia e, e samente se, RoR ! = B,
Sugmtio: iembre do exercicio 19 deste cepltwlo.

Seja R uma relacio reflexiva sobre um conjunto E com as seguintes propriedades:
1} DiRI=E;

N iYab ceE){aRe ¢ bRc — aRAhbl.

Mostre que R & uma relagcdo de equivaléncia.
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— RELAGOES DE ORDEM

1. DEFINICOES

Definicho 11:  Uma relagdo R sobre um conjunto E ndo vazio é chamada
refac§o de ordem parcisf sobre E se, e somente 58, R é reflexiva, anti-simétrica
e transitiva, isto &, sdo verdadeiras as sentencgas:

i) (¥x)(xeE = xRx)
i) {¥x, veE) xRy e yRx = x=y)
i) (¥x,v,zeE){xRy ¢ yRz == xRz)
Quando A & uma rejagdo de ordem parcial sobre E, para exprimirmos que
_ {a, b) € R usaremos a notacdo a < b (R), que se 16: "a precede b na relagio R”.
Para exprimirmos que {a, b} € R e a # b usaramos a notag¢éo a < b (R),
que se 1&: "'a precede estritamente b na relagio R'".
Quando ndo houver dividas quanto 3 re-'acao de ordemn que estd sendo
considerada, escreveremos apenas 2 € b {“‘a precede b"’) para indicar (a, b) € R
sa < b ("apracede estritamente b”) para indicar {a, bl e R & a# h.

Definigio 12:  Um conjunto parcialments ordenado é um conjunto sobre
o qual se definiu uma carta relagdo de ordem parcial,

Definigio 13:  Seja R uma relagio de ordem parcial sobre E. Os elementos
a, b € E se dizem compardveis mediante R sea < b ou b =< a. :

Definicdo 14:  Se dois elemantos quaisquer de E forem compardveis me-

diante R, entdio R seré chamada relagdo de ordem total sobre E. O conjunto E,

neste caso, é chamado conjunto totaimente ordenado.

‘2. EXEMPLOS

19) A relagio R- {(a, a), {b, b}, (¢, ¢}, (a. b}, (b, ¢}, (a. c} }é uma relagio
de ordem total sobre E = {a, b, ¢},
conforme seé pode notar no diagrama a0
lado. Observe-se que o fato de nfo haver
dois pontos que nio estejam ligados por
uma flecha indica que a ordem é total.

29y A relagdo R sobre R definida por xRy + x =<y (menor que cu
igual) & uma relagic de ordem total, denominada ordem habitual, pois:

(¥x) xeR == x<y)

(¥x,yeRI xSy e y<ix = x=v)

(¥ x vy, 2cR xSy e y<z== xK12)

(¥ x ylix,yeR=— x&y ou y<Xx

3% A relagic R de divisibilidade sobre N: xRy «= x |y # uma relacdo
de ordem percial pois:

(¥ x)(xeN=— x{x}

(¥x,yeNiDxly e yix=—= x=y)

(¥x,y,zeN) x|y e ylz=> x|2
come se pode provar facitmente, usando a nog¢do de divisor.

49) A relagio de inclusio sobre uma famflia F de subconjuntos de um
dado conjuntc é uma relagio de ordem pois:

(¥x)ilxe F=— xCTx)
(W x,ye F)IxCy e yCx = x=vy)
(¥x,y,ze F){xCyeyCz=xC2

3. LIMITES SUPERIORES E INFERIORES

Seja E um conjunto parcialments ordenado mediante a relagio < . Seja
A um subconjunto de E, com A ¥ ¢.

Definigio 15: Um elemento L € E é um /imite superior de A se for
verdadeira a proposi¢io:
(¥ xj (xe A== x < U
isto é, quando qualquer elemento de A precede L.

Definigio 16:  Um elemento & € E é um /imite inferior de A sa for ver-
dadeira a proposi¢io:
(% %) (xe A== 0 < x]
isto é, quando £ precede qualquer elemento de A.

4. MAXIMO E MINIMO

Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto E parcialmente ordenado
pela relacio '

>4
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Dafinigio 17:  Um elemento M € A é um mdximo de A gquando se veri-
fica a seguinte propriedade: :

(¥ {xe A== x < Ml
isto €, quando M é um limite superior de A e pertence a A.

Definigio 18:  Um elemento m e A  um minimo de A quando se verifi-
ca a seguinte propriedade:

(¥x)[xe A== m < x)
isto &, quanda m & um limite infarior de A e pertence a A.

Proposigio T: Se A é um subconjunto do conjunto parcisimente orde-
nado E e existe um maximo {minimo) de A, entdo ele & Gnico.

Demonstragdo: Faremos a demonstracio apenas no que tange ag maximo.
Admitamos qua M; e M, sejam maximes de A. Temos:

M, édmiximode AeM; e A — My < M,
M, § miximode AeM; e A — M; < M,
en‘t50 M]-Mz. ]

5. SUPREMO E INFIMO

Definigio 19;  Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto parcialmente

ordenado E. Chama-se supremo de A o minimo icaso exista} do conjunto dos

limites superiores de A. Chama-se /afimoe de A o méximo [caso exista) do con-
junto dos limites inferiores de A.

6. - ELEMENTOS MAXIMAIS £ MINIMAIS

Seja A um subconjunto ndo vazio do conjunto parciglmente ordenado E,

Dafihit;ii'o 20:  Um elemento my ¢ A é um elemento maximal de A quan-
do se verifica:

(¥ xecAh{m; = x = m; =Xx)
isto é, quando o Gnico elemento de A precedido por m, & ele préprio.

Definigiio 23:  Um elemento mg € A é um elemento minimal de A quan-
do se verifica: :
(¢ xeA)x < mg = x-my)
isto 4, quando o Unico elemento de A gue precede my ¢ ele prdprio.

7. EXEMPLOS

19} SeE=IR, A-=]0, 1] & a ordem 4 a habitual, temos:
a)  sdo limites superiores de A os nimeros L = 1;

b} <80 limites inferiores de A os nimeros £ < O;

cf omiximode Aéd1;

d) A ndo tem minimo;

e} osupremcde Adl;

f1 ofnfimode AéQ,

gl 50 1 é elemento maximal de A;

h) A ndo tem elementos minimais.

2%} SeE=x~{1,23,46,912,18,36}, A= {2,4,6} ¢ 2a ordem ¢ a di-
visibilidade, o diagrama simplificado fo-
mitindo as propriedades reflexiva e trans-
sitiva} ao lado mostra que:

12 18

a} os limites superiares de A so:
12 o 36;
b} os limites inferiores de A sdo: 4 9
1e2;
2 3

c} A tem minimo 2 ¢ ndo tem midximo;
d} A tem infimo 2 e supremo 12;

e) 56 2 ¢ elemento minimal de A;

! os elementos maximais de A sio 4 e 6.

Nota: E costume dar uma relagio de ordem parcial sobre um conjunto finito,
com “‘poucos’ elementos, por meio de um disgrama simplificedo como o da
axemplo acima, omitindo as propriedades reflexiva e transitiva, para ndo sobre-
carrégar o esquema de flechas.

EXERCICIOS

Nota: Aqui o simbolo € quanda ndo definido explicitamenta. indica a relagfic de ordem
habitual sejz em N, Z, © ou IR.

41, Fazer um diagrama simplificado das seguintes ordens no conjunto A= 11,2, 3, 4, 6, 12}

al ordem habitual b} ordem por divisibilidada,



42,

45,

42.

81.

Dizer se cada um dos sequintes subconjuntos de M é ou nio totalmente ordensdo pels

ralacio de divisibilidade:

a) {24,2,6} bl {3,15.5} ¢t {15.5,30} a1 W

Fazer um diagrama simplificado da relagso de ordem por inclus§o em E = #i{a, b}
esmE'= #{[s,b,c}

Seje € o conjunto dos numeros complexos e sejam x=a+ bi e y= ¢+ di dois elemen-
tos de €. Mostrar que R & relacéo de ordem parcial em C:

XRy = axc p bld

Fazer um disgrama simpiificado da relagic de ordem por divisibilidade em A= {2, 3,
5, 6, 10, 15, 30}. Quais os limites superiores, limites inferiores, infimo, supremo,
méximo & minimo, elementos maximais e minimais de B= {6, 10 }7

Fazer um diagrame simplificado da relacdo de ordem por inclusio em:
E= {{a}. b} {0.6,c}. {a,b, d}. {a. b, 0}, {a. b, ¢, doe}}

Quals sdo os limites superiares, limites infariores, infime, supramo, méximo e minimo
do subconjunto A= {{a, b, c}, {5, b, d 1 {a.b,c.a}} de €7

. 2

Saja A = {x eClogy 2} um subconjunta de @, onde e3td definida a reiagio de
ordem habitual. Determinar os limites superiores, limites infariores, infimo, supremo,
mdximg e minime de A.

sh ai 'Y
AD lado estd o diagrama simplificado
da relagéo de ordermn R sabre
E={a,b.c.d.e.fghij}. . o

Pade-ss:

al Determinar o0s limites superiores, os
limites inferiares, o infimo, o suprema,
© méximo e a minimo de A= {d, & )3

bl Dar os pares que constitsem R 1.

VAVAN

Em RMx N definese la. bl € (e, d) <= a|c & b d.
a) mostrar que 6318 ralacio { <<} & uma redacio de ordem percial em M x N.

b} Sende A= {12, 1; {1, 2)}, ache os limites superiores, limites inferiores, infimo,
supramo, makime ¢ minime de A.

Provar que se R é uma relagdo de ordem sobre E, entdo R~! também .
Nota: R™! &, neste caso, a ordem oposte de R.

Mostre que ¢ uma relagio de ordem total na conjunto C:
R={la+bi, c+ditet? |a < ¢ ou la=c e b < dl}
Nota: esta relagao ¢ denominada ordem Iexicogrdfica.

§ 40— APLICACOES .

1. CONCEITO

DefinigBo 22:  Seja f uma relagic de E em F, Dizemos que f € uma
aplicecdo de E em F se:

a) Dif) = E;

b) Dado a € D(f}, € Gnico ¢ elemento b € F de modo que (a, b) € f.

Se f & uma aplicagio de E em F, escrevemos b = f(a) llé-se: b é irnag'em de ?
pela f) para significar que {a, b) e f. f : E —F serd & maneira simbdlica de ?l-
zermos que T é uma aplicagdo de E em F, As vezes, também, usaremos a notacio
x —=f(x} para indicarmos a aplicacdo f em que f{x) € a imagem do elemento ge-
nérico x. O conjunto F é chamado contradominio de 1.

Notas:

a) Se f:If ~—=F e gE — F é Gbvio (tembrada a definj¢do de rela-
ciol que: f-g —— fix)-glx), ¥ xekE

b) Se o contradominio de uma aplicagio f é um conjunto numeérico {(conti-
do em €} é usual chamar-sa f de fungdo.

Exemplos e contra-exemplos .

19) SeE~ {0,1.2,3} e F- {4,5,6, 7, B}, consideremos as relacdes de
E em F seguintes:

R, = {{0,5},(1,6),(2,7}}

R, = {(0, 4}, {1,5), (1,6, {2, 7, (3, B)}

R; - {10, 4), (1,8), {2, 7), (3, 8)}

R, = {{0, 6), {1, 5), {2, 6), 13, 7} }

A relagio R; n3o ¢ aplicacdo de
E em F pois D(R,} = (0.1, 2}#E, isto
6, 3¢ DIR,).




A relagio R, ndo é aplicacic de
E em F pois (1, 5) € R; e {1, &) € Ra,
portanto, 1 tém dois “‘correspondentes’
em F.

As relages R; & Ry sdo aplicagSes de E em F,

2%} Se E= F =R, consideremos as relagGes seguintes de R em R:
Ri={lx,v) eR? [ x*=y?}
Ry = {(x,y} eR? | x*+y* =1}
Ri= {{x,y) e R? | y=x?}
cujos graficos carvesianos sdo, respectivamente, assim:

v“

A relagiio Ry ndo é aplicacdo pois,
por axemplo, x = 1 se corresponde com
x y=1 @& y=-1.

A relaciio Ry nio ¢ aplicagio pois
DIRz}=[ -1, 1] # R e também porque
x = 0, por exemplo, se corresponde com
x ¥= 1 e Y= - 1.

i e

y 4

A relagio R; é aplicagic de IR em R.

2.  IMAGEM DIRETA E IMAGEM INVERSA

Seia uma aplicagio f:E —=F.

Dsfinigio 23: Dado A C E, chama-se imagem direta oe A, sequndo f,
e indica-se por f(A), o seguinte subconjunto de F:

flA)= (f{x) [x e A}
isto &, f{A) & o conjunto das imagens por f dos elementos de A.

Definigio 24: Dado B C F, chama-se /magem inversa de B, segundo f,
¢ indicase por ¥~ '{B), o seguinte subconjunto de E:

t-1iB}> {x e E | f(x) e B}
isto é, " (B) é o conjunto dos elementos de E que tem imagem em B através de f.

Exemplos

19) SeE=1{1,3,579} F=-4{0,1,2,3,...,10} ¢ f:E —F ¢ dada
por f{x) = x + 1, temos:

#{3,5,7})= {f(3}, f(5), f{7 } - {4,6,8}

flE)= 1f41), f(3), 1(5), £(7), f(9) } = {2,4,6,8,10}

fig)- ¢

1714{2,4,10})= {x e E | fix) € {2,4,10}} = {1,3,8)}

£14{0,1,3,5,7,9}- {xeEIf{x} ¢ {0,1,3,5,7,8}}-¢

2% SeE-FxR e fiR—R é dada pela lei f{x) = x?, temos:
f({1,2,31= {1,4,9}

0,21« {fx) 10 xx 2} = {x* |0 << x 2}~ [0, 4]
fj-1,31={x*|-1< x< 3}-(0,9]




f1({0,4,16})=- {xeR {x* e {0,4,16}}- {0,£2, %4}
P, 00 {xeRI1< x® < 9}=[-3,-1]U[1, 3]
fUR*) = {xeR | x* < 0}ad

Os graficos abaixo ilustram, respectivamente, como obter f{A} & f~1(B) de
maneira gréifica:

fia) §

39 Ssja f:R —=R tal que:

D,sexel
fix) =
l.sexecR -L

Temos:

flQ)= {fix} [ xe @)= {0}

tHR-Q) - {fix} | xeR-@}= {1}
£{[0, 1= 10,1}

({0} - {xeR | fix)=0}-@

£ ([4,6D~{xeR |4 fix} B} -¢

3.  APLICACOES INJETORAS E SOBREJETORAS

Consideremos uma aplicacio f {E —»F.

Definigho 25:  Dizemos que f € uma aplicagio injetora ou injegdo quan-
do estd verificada a seguinte condigdo: .

{% %1, %2 €E) (x; #35 = Hxy) #Fixz))
isto é, quando elementos distintos de E tem imagans distintas em F,

Notemos que 3 Seguinte proposicio, equivalents & anterior, é outra forma
da impor que [ saja injetora:

[ %y, x3 € E) (fixy o flxg) = xp = x3)

Notemos ainda que uma aplicacido ndo é injetora quando:

{ I x;.%x €E)(xy #x2 e flx,}=fixz}},
isto 8, guando existem dois elementos distintos de E que tém imagens iguais.

Definigio 26:  Dizemos que f é uma aplicagéo sobrejetora ou sobrejecdo
quando estd verificada a seguinte condicdio:

im {fj= B
ou seja, quando:
(¥ylilyeF = A xeE|y=fixl
isto €, quando qualquer elemento de F é imagem de algum x de E, segundo f.
Noternos que uma aplicaclio ndo é sobrejetara quando:
{ AvilyeF e # xeE!ly=fx)
isto é, quando hé um elemento de F que ndo é imagem de elemento algum de E.

Definigio 27:  Dizemos que T é uma aplicagio bijetora ou bifecdo quando
f é injetora & sobrejetora.

Exemplos
1°) Se Ex{a, b,c,d} e F={a,f,v,5,€},aaplicacio f» {(a, a)
(b, 8), (¢, v}, (d, 8} } de € em F & injetora. -
Notemos que no esquema de fle-
chas de uma aplicecdo injetora naoc hd

flechas converginde para o mesmoe pon-
to de F.

Notemos também que f ndo é sobrejetora pois € ¢ F e € ¢ Im {f).

2'0} se E" {an br cpd} a F= {aa ﬁa T}! a aplicacao f= {{a' a}' tb' ﬁ)’
(¢, ), (d, )} de E em F & sobrejetora.



Podemos observar que no esquema
de flechas de uma aplicagcdo sobrejetors
todo ponto de F é extremidade de algu-
ma flecha.

Vemos também que f ndo é injetora pois h # ¢ e f(b) = §= flc).

3% A aplicagdo f: R—R dada pela lai fix) = 3x + 1 4 bijetora.
i} dados x;, x; £ R, temos:

Flxg )= flazg) == Iy + 1=+ 1 = x; =%

portanto f é injetora;

dado ¥ € R, provemos que existe x ¢ R tal que fix) - y:

I+ 1=y = x:%t

portanto f ¢ sobrejetora.

Da fato:

i)

Nota: As aplicagfes ndo podem ser divididas em injetoras ou sobrejetoras por-
gue existem muitas & muitas aplicagGes que ndo sdc nem uma c£oisa nem outra,
Assim, a aplicagdo fIR—=~IR dada pela fei H{x) = x* ndo ¢ injetora pois

2.2 ¢ H2)~4=§(-2)
2 nfo é sobrejetora pois

-1elR & -1¢imf=R,;

4. APLICACAQO INVERSA

Seja a aplica¢do f:E—F. J4 vimos que f é uma relagdo de E em F com certas

particularidades {D(f) = E e todo x € E tem. imagem Gnica f(x} € F).

Seja 1! a relagdo inversa de f. Pode ocorrer que ™' ndo seja uma aplica-
¢do de F em E. Voltando a0s exemplos do item anterior, temos:

19} f= {{a, @l b, B), (e, 7}, Ud, B}
T {ta, 8k (B, B, y,cl, 5,4}
t~! nio é aplicagdo de F em E pois Dif ') # F,
= {{a, o, (b, Bi, (c. B), (d, 4]}
1= {{a, a), (8. b}, (B, ¢}, {v, d}}
! ndo ¢ aplicacdo de F em E pois (0, blef ™ e (8, c) ef!, comb+ec.
O tsorema seguinte estabelace a condicdo para que f~' seja uma aplicaciio.
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Teorema 4: Seja a aplicagdo f ; E—=F. Uma condicio necesséria e sufi-
ciente para que #~! saja uma aplicacdo de F em E é que f seja bijetora.

Demonstracdo

{, Condicdo necessdria: 1 ¢ aplicacdo = f 6 bijetora

al Sejam x,, x; € E tais que flx, )= y=flxy). Entio x, = F ' {y) e xz = ¥ {y).
Como ! & aplicacio £~ {y) & tnico, portanto, X, = x. Assim sendo, f é injetora;

b) Seja y € F. Como ! & aplicagdo de F em E, existe x ¢ E tal que £ (y)=
- x, portanto, y = f{x). Logo f é sobrejetora.

11, Condigdo suficiente: f é bijetora = ' é aplicacio
a) Como ¥ 6 sobrejetora, dado v € F existe x ¢ E 1al que y=f{x) e, portanto,
ly, x) e f~L. Assim, temos que D{f"1)=F;
b} Como f é injetora, dados x;, x; € E, temos:
fix )ey=fixz} = x1=x
isto é:
tv.x)ef ' a {y xotef?
portanta, pare toda y € F & unico o elemento x ¢ E tal qus {y, x} e .

= Xy = X3

Exempio

J& vimas que 2 aplicacio f : R—=H tal que fix) = 3x+ 1 & bijetore. Determi-
nemos a aplicagio ', inversa de f, _

1w {ly, x) eR? |{x,y) ef}= {{y, %) eR® | y=3x+1}=

= {lx, y) eR* ix=3y+1}a {{x’v} €|Rily= x-31 }
portanta, ' é apticagio de R em R dada pela lei 7' [} = x3—1

Nota: Pode-se provar que se T é bijetora, entdo §~' também ¢ Assim, §7
é a aplicacio inversa de f #, sendo ! bijetora, a relagio inversa de ™! também
é apticagiio. Como (F~}™" = {, temos que f 8 1! sfo aplicacSes inversas entre si.
B. COMPOSICAO DE APLICACOES
Definicfo 28:  Sejam f : E~—F e g : F—=G. Chama-se composta de fe g
a aplicagdo (indicada por gof) de E em G definida da sequinte mansira:

lgofi {x) = glf{xil, ¥ x e E.



Exemplos
1)  Sgjam E- - Notas _
s L Co;isidert:mn;s :s ap{!?t:a‘c?;l;?s' %3P by Baby.bu by ) 0 G for.co (ij A composta de f e g 6 & definida quando o contra-dominio de f
f= {{a;. b)), (a2, b2), {23, bg), {as, b3)} de Eem F _ coincide com o dominio de g {conjunto Fh. '
9= {(by, €1), {bs, c1), (b3, C2), (bs, €3}, (b, €3)} de F em G : (i} A composta defe g tam o mesmo dominio de f (conjunto Eleo
a aplicagio composta de f e g, por definigdo, é gof: E—=~G 1al que: | masmo contra-dominio de glconjunto G).
{gof) (a,) - glfla, ) = glby ) = ¢, : {iii} Quando E-G, isto & f :E—Feg:F —E entdo ¢ possivel
{gof) (a2) = glf(a;)) = giby )} = ¢, i definir, aiém de gof, a composta de g e f (indicada por fog) como sendo a apli-
(gof) (a3) = gif(as)) - glbs) = ¢; cagio de F em F que obedece 3 lei (fog) (x)=flgix}), ¥ xeF.
{gof) (ag) = glftas)) = gibs) = cs Assim, no 22 exemplo, a composta dan_e féfog: R— R, taique:
isto &, gof= {{ay, c;), {8, ¢1), {23, c3), {34, 2} } . _ (Fog)(x) = Figix)) = 29%) . 2V

No 29 exemplo, a composta deg e § é fog: R —R tal gue:

(fog) (x)=flglx))= 3 gix} = 3x’
: {iv} Observemos que se f : E—>=F eg : F —=F, existem gof ¢
< fog, porém, emageral gof # fog.

Proposigio 2: Set : E—Feg F — (3530 injetoras, entdo gof &
injetora.

Demonstrago: Sejam x;, x ¢ E. Temos:
lgof} {x;}= {Uﬁﬂ {x;} — g{ﬁxlll - Q‘f(’(z” = ﬂ)(ﬂ*f(xz}: X| =%

Logo gof ¢ injatora. ® y

7
Proposi¢dio 3: Se f : E —=F eg: g — (G sdo sobrejetoras, entio got
& sobrejetora,

Demonstragdo: Seja z € G. Como g é sobrejetora, axiste um y € F tal -
que z = gly). Sendo f sobrejetora, existe um x € E tal que y = f(x}. Assim, temos:

z- gly} = glfix}) - (g oflix]
isto prova que gof é sobrejetora. ¥

F

Nota: Quando compomios duas. aplicagles tais que uma é injetora e a outra
20 . . _ sobrejetora, nade podemos afirmar sobre a composta, de maneira geral. No 19

< }~ Sejam f : R—-R_ T.al que fix) - 2%7e g : R—R tat que gix) - v/ x. exemplo dado sobre composicdo de aplicagdes, f & injetora, g ¢ sobrejetora e gof
A aplicagio composta de f e g égof : R —~R tal que: nfo é injetora nem sobrejetora.

(gof} {x) = glfx}h = / fx} =~/ 2% ~. 7 =
) 3 6.  APLICAGAO IDENTICA
3°) Sendo f :IR—-R tal que fix) = 3x ¢ g : R—R tal que g{x} = x*, a apli-

cagdo composta de f e g é gof : IR —~R tal qus: Definigio 29: Dado E # ¢, a aplicagio i @ E —FE dada pela fei
{gof) {x} = glfix)} = ()} = {3x)? - Ox* : : ig ()= x & chamada aplicagdo idéntica de E.
Y. -

JE_.__ : 43




Notemos que para cada E existe uma aplicagio idéntica i

_ mos _ ; e, ainda, se
E # F entdo ic #* ip por terem diferentes dominios. ;

Proposigio 4: Se f : E —F & bijetora, emtdo fof = ip ef"of;iE.

Demanstragdo: J& vimos que se f é bijetora, antio f-! é uma aplicacio :

bijetora de F em E.
Dado wn x ¢ F, temos:
(fof 1) {x)= fif " (x)}= x portanto fof™' - ig.
Analogamente, dado x € E, temos:
("o fix) =" H{Hx)) = x portanto f"'of-ig. =

Proposigio 5: S¢ f:E—F e g:F—+E, entdo:
a) foig=t, iFof=f, goip=g ® igco=-a
bl gof=ig e fog=ip == f e gsdo bijetoras e g- §1,

Damonstrecdo
a) Provemos, por exemplo, que foig = f:
f:g —F

i 1 —=

E
(ioiE}{x}= flig (x)) = fix), ¥x e E.

} = foig:E —=F = D{foiE}=D(f1=E
E

b} Provemos, por exemplo, que f é bijetora.
Sendo x;,x; ¢ E, vem:

Foa = flxg) = gltix; ) = giflx )l == i bt )= iglxe) == Xy = Xa.
e, portanto, f ¢ injetora.

Sendo yeF, vem:

y = ig{y) = {foglly) = flgly)) = f{x), onde x= gly) € E
e, assim, T & sobrejetora.

Analogamente, prova-sé que g ¢ bijetora.

Pravemaos agora que g = £71, Temos:

Dif ') = F= Dlg)

fog= i, = fof ' == flglx)} = flf" ), ¥ x e F,
e, como f é injetora, decorre glx) = flx), ¥xeF. =

44

7. RESTRIGAD E PROLONGAMENTO

Definigio 30:  Seja T : g —=F e suponhamos A C E A F 8. A
aplicacio fA:A ——F -assim definida:
1A) ) =fix), ¥ xeA
& chamada restricdo de f 8o subconjunto A

Definigio 31: Se BDE ¢ C SF entfo toda aplicagso g :8 —C tal que
glx) = fix), % x e E, 4 chamada profongamento de f so conjunta 8.

Exemplos ]
19} Consideremos a fungao f - R*—R dada por fx}= < ¥xeRY

Se A= (2,4,6,...) ,entdo 1| A= (@ 5 ); (4 Nee ) avest
cic de f o conjunto dos numeros pares maiores que Zero.

A fungio g: R — R dada par g{0}=0 e gix}=f{x), ¥xeR%é um
prolongamento de f ao conjunto R.

29) Seja f:C — R, dada por tix+ yil= NETT R

SejaR R CClesejag ;R —R_ dada por gix} = [x|. Meste caso, g=flR

paois:
i) = flx» Oiy = o/ X2 + 0% -jxi=gix), ¥x eR.

3. APLICACOES MONOTONAS

Definicdo 32: Sejp f :E ——F & suponhamos E e F parciaimente orde-

nados.
Dizemos que f é uma aplicagdo crescente em E se

(%%, x eE)ix < x = Hx) < fix).
Dizemos que f é uma aplicaciio decrescente @m E se
[¥x, x €E)ix <X = fix) < flx))

Uma aplicagiio crescente ou decrescente sera chamada aplicagio mondtona.

Definigo 33: Uma aplicagdo estritamente mondtona em £ € uma apli-
cagio i : E —F que satisfaga a uma das seguintes propriedades:

a) Estritamente crescente, isto é,
(¥ x, x eE) lx < x' == flx) < f(xN.

d




b) Estritamente decrescente gue quer dizer
(¥x x"eE} {x < x <= flx) < fix)].

9.  FAMILIAS

Ha certas oportunidades em que, dada uma aplicagéo x:l —F, 0 aspec-.

to desta sobre o qual mais se guer chamar a atencdo & o conjunto imagam.

Neste caso € usual mudér-se a notagio: ac invés de x{i}, para indicar a ima-
gem de um slemento i ¢ |, escrave-se x;. A aplicacio ¢ indicada, entéio, por {xil; el

e recebe o nome de fgmifia. O conjuntoe | se denomine conjunio de indices da
familia.

Exemplos:

1} Sel~ {1,2,3,...}entdo uma familia cujo conjunto de (ndices é
é chamada sagaéneis. (X1, %3,..., Koo o .} & como se indica uma saqdencia,

2] Sal={%,2,...,n},n>»1, chamaremos de segiidncia finite ou n-upla
uma familia cujo conjunto de Mdices é I. Sua notaclio §, pois, {xy, %3,..., xnl.

EXERCICIOS

52. Sendo E= {a, b,c, d}eF={1,2 3}, decida quals das relagBes abaixo sko aplicagtes

deEemF.

A= {ia, 1. 0. 2), lc. 30}

Ry = {la, 1}, (b, 1), tc, 2}, (d, 3) }

Ra= {la, 7). ta, 2), b, 1), ic, 2, {6, 3) }
Fa= {8, 2), 1,2, {c.2), (4,20}

53.  Determinar todas as aplicagSes de E = 10,1,2}em F= 13, 4t
Solugio
A cads elemento de E associemos como imagem um (& um 8} elemento de F.

Para imagem de O podemos escolher 3 ou 4.

Escolhida a imagemn de O, para imagem de 1 podemos tomar 3 ou 4 (a imagem de 1
independe da de 0},

Escolhidas s imagens de 0 e de 1, para imagem de 2 podemos tomar também 3 ou 4,

Temos, entdo, 8 possiveis aplicagbes de E em F, como mostra o disgrama ahaixo,
chamado #vore de possibilidades: ' :

4

'1

57.

o) 1) #2)
1= {10,3), 11,3). (2.3}
g={10,3), 11,324}

3
<4 —
3
3 ——» f3=1{(0,3),(1,4) 2,31}

fa= {10,2), (1,4, 2,8}
fg= {10, 4}, (1,3), (2,31}

fg= (0,4, (1,3, 2.4}
f= i, 4), 10, 4%, (2,3}
fa= {to, 41, 11,4), 2. 4)}

—_—

Sg E ¢ F sdo conjuntas finitos com m B r plamentos, respectivamente, quantas $50
as eplicagBes de £ em F?

Escraver como conjunto da pares ordenados o furgfo £:E ——F tal que flxh=1, 58

x €0, 8 fix}= - 1, 56 x £ Q. Séa dados E= {0.1.%»./3 .-n,%} o Fe{-1,1}

Seja a aplicscBo f: NxM ——= 8 tal qua fix, y}=mdclx, y). Determinar §#{5, 1), f{12,8),
3, 71, (0, 5} e f(0, O

A aplicagio f: R —R 4 tal gue

2x + §, guando x < -1

K -1, quande -1 £ x <1
Bx, guanda x 2> 1

flx) =

2%
Determinar (0}, f{ -g— y, - % L2 ) e f-2E 0.

Decidir em cada caso se f 8 g 880 fungbes iguais.
2
19 fix)= X =8%23  gidex-1 e x€R -{3}
®-3

291 fiki=t, glx}=x‘ e x€ 11, -1, -i}
29 fix}=x>, x€R g glyl=y’, ve[-1,1]

Ao lado estd o diagrama reprasentativo
de uma fungdo f : £ —F. Determi-
ear 1{0, 1 1. f1{3, 41, 11{1,2,5} 1.
sied, -3 0{7. 81 o 11{8, 0}




60,

61.

63.

65.

67.

@8,

6g.

Seja a fungdo f:IR ——IR dada por fix) = | x|,

Detarminar (1), f(-3, 11 -4/ 2, #{[ -1, 1], ¢(]-1, 2]1, tiRY, ¢3¢0, 3]), 7 "([-1, 3
-1 *
e f{R_)

Seja a fungéo f: R R dada pela seguinte lgi:

xz. 9 X% 0

flx) =
\:}G. se x> 0 ;

Determinar {{f -1, 8]}, f{R_}, f{m,f“{{u15}1,f"([_1, 18]) & LR

Sejaa- fungdo f: B ——= R dada por f{x)= cos x.
Determinar f([D.% b, tio, 7)), #tR), f"ll{% ™ zi 1M oe 1R 1

Sejaf : E — F uma aplicagdo e sejam AT E 8 B C E. Provar que:
a) se A CB entdo f{A} (B}

B} (A L Bl = §{4) L) (B}

¢) fia 1) Cfla) N §(B)

d} ACE AN e HETBNCB

e} fé bijetora se, e somente se, 1{A%] = ({A)°, VACE »

Abeixo estdo indicadas algumas aplicagdes de E = {a,b.e,d} em F= {6,1.2.3, 4}.
Quais s80 injetoras?

f1= s, O}, [b, 11, Ig, 2}, id, 41}
f2= {ta 1}, (b, 2}, le, 3}, (d, 1)}
f3= 1la, 2), (b, 4), lc, 31, id, 0} }
f4 < 1(a, 3), (b, 0), (c. Ol, id, 9 }

Quais das seguintes aplicagdes de E = {a, b, c} am F = {0, 1 ]' sdo sobrejetoras?
fy = 112, 01, {b, O}, (¢, O} }
f2 = {la, 0), b, O}, te, 11}
fa= {la, 1), tb, O}, {c, 1) }
fa= vla, 1h b 10 e 11}

Daterminar todas s injegBes de A= 11, 2} em B=1{3,4,5}).
Determinar todas as sobreje¢des de A= {t,2.3} em B=-4,5}.

Se E & F sio conjuntos finitos com /m e n elementos, respectivamente, guantas sio
as aplicages injetores de E em F? E guantas sdo a5 sobrejetoras?

Mostrar que toda aplicagao injetora (sobrejetoral de um conjunto finito em.si mesmo
# tarnbém sobrejetora {injetoral.

* 55 L CY, LS & o complementar de L em relagdo a Y,

70.

Th

73.

74

76.

77.

(*)

Classificar (se possivel] sm injetara ou sobrejetora as saguintas funces de IR sm R.
@) y=x+ x|
f} y=x+3

3
al y= ¥
bl ¥= x* - 6x -6

ki
o y=2% gl y=tgx. x¥F F T k€Z)

d y=lsenxi y=10, x=127- + k7 ke

Achar umé fungiio #:A —— B, com A ¢ B subconjuntos de I, para cada caso abaixo:
a) A=A, B TR ¢ finjetora e ndo sobrsjetors

u] A SR, B= R e finjetora & ndo sobrejetora

¢l A=R, 8 SR & fsobrejetora o nde injetors

dl-A SR, B=R e fscbrejetora e ndo injetora

Mostrar gue f : A ——= R definida por fix)= ax+ b, com a & b constantes reals, & #0,
& uma bijegsio. Obter £

g -f- 91 —wgm - {2 ] dada pala sentenga . 2%t 0
Mostrar gue f: R { :} A {c} a p nca e d

&. b, ¢, d sko constantes reais, ad — be # O, éuma bijeco. Descrovar a aplicagdo 1.

, ande

Provar que B funglo f: -1, 1[ =R definida pela lei fix)~ "1 | & bijetora .

1= 1x

Definir sus inversa.

Seja 1: R? — A dada por fix, yl = xy. .
al f § injetore? d) obter £{[0, 1] x [0, 1]}
b} f & sobrejetora? o) obrer f{A] onda A= {ix, yH x=y}}

¢} obter £ ({0}

Considers a aplicacio fi 2xZ —ZxZ tat que fix, y) = (2Zx + 3, 4y + B). Prove que
f 4 injetora. Verifique se f é bljetora.

Mostrar, &m cada ceso, que os conjuntos A e B sio squipotentas | * ).
1%) A=M o B=N"

29y A-Z » B=HN

) A=R ¢ B-R’

9 - —.E _’[ = R

4% aa] 5 3 [ a8

5% a=]-1.1 e B=la,b[, com a < b, a & b reais
6% A=1-1,1] e B=[-1,1]

) A=]-1,1] e B=R

Sugastio! dascubra, em cada caso, {: A —=B bijatora.

Dcis\conjuntos A o B 380 eguipotentes quando A= B« { ou existe {: A —— B bijetora.

49



81.

Provar que %e uma fungdo f & invarsivel & sau grafico & uma curva simétrice em retagdo §

& rata y = x, antdio f= f~'. Der exemplos de fun¢Bes f tais que f=§!

Sejam A= {1,2,3}, B= {4,56,8,7} & c={8,9,0).

Seja f: A —= B dada por §{1}= 4, #{2}=-5, {3}« 6.

Seja g: B —C dads por gl4}= 8, gi5)=8, gl6)=9 o gi7)=0.

Quais sdo 05 pares ordenados de g Of. A funclo g OF & injetora ou sobrejetoral

Sejam a3 fungdes f, g & h dedas pelos diagramas abaixo.
Detarminar as fungdes compostas g Of, f0g, g Oh, hOf ‘e hoh,

Sajam f, g, b funcBes reais definidas per flx)=x -1, glxle x*+2 & hix}=x+1.
a} Determinar fOg; fOh; gOh; gOf; hOf hog:
b} Verificar qua (fOglOh = fQlgChl,

Dedas as funcdes 1= {ix, y) e R2 {y=x"+1}e g={ix, vIeR?|y= 2+ 1}, determi-
nar 85 compostas f 0g, gOf, fOf & gOg.

Sejam as funches reais fix} = sen x e gix}= | x| . Esbogsr os gréficos das compostas

fOg & gOf,

Sejam {: R, ——=IR & g: R —IR as aplicaciiss assim definidas:
x+1, sax » 0
flx) = e gix)=3x-2

-x+1, sax < 0
Daterminar as compostas fOg a gOf.

87.

Solugiio
17 parte : fog
al Se Ox - 2 2 0, temas:
{foglixi=flglx)l=gix}+ 1= [3x - 2+ 1=« 3x~ 1
b} Se 3x - 2 < 0, temos:
(f o ghlx) = fig(x)h= - glx)+ 1w - (3% « 2)+ 1= - 3x+3

paortanto:
3x -1, s x =23
if oglixl=
- 3x+3, se x< 23

2 Perte igof

al Se x # 0, temos:
lg O fhixt=glf(x}}=3F(x} - 2=3lc+ 1] - 2= 3x+1
bl Se x <0, temos:
{g o fHx) = gifle)tm 3flx) - 2= 3(- x4+ 1} - 2= -3x+1
portanto:
3x+ 1, se x F0

ig o flix)=
-3x+1, se x <0

_ Determinar as compostas § O g 8 ¢ O f sabendo que { & g s80 fungdes de R em R tais qua:

X2, se x< D 1-x, % x < 1
fix) = e

2x, s % >0

glx} =
1+%, se x 2 1

Daterminar as compostas gOf @ fOg das sequintes fungbes de R em R:
x+1, 58 x <O 3x, 58 x < 1

fix] = a u+ 1,52 1 5 x5 5
2x+1, s x = 0 2+x, 58 x > 5

gix) =

Sendo 1: R—— R uma funcio dada pels lei flx}= x« 1, para x <0, @ fix)= 1 -2x,
para x > 0, determinar fOf.

Sendo £ix) = ax™, n g ¥ determinar s ¢ n da modo que (Fof) (x1=3x%,

Sejar a5 funcOes reais fix}=2x+ 7 e (FOQ) {x}w 4x% - 2x+ 3. Detarminar 8 lei da fun-
530 g

R-{1} étal que flx)= x;Z

Detsrminar fOg e g©f, gquando R 0

g:R- {1} ——R"é tal que glx} = .;3_1 . Que se conclui dai 7
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8t.

82,

100.

a) Sendo f: N ———= M 1l gue fin)=n+ 1, mostrar que hd infinitas funcdes g: N—— N ]

tal que gOfw iy, - A funcdo f 6 inversivel?

" .
b) Senda g: N~ N tal que 9[“?=Esaﬂépurag{n]=~'l-;—! se v & [mpar, Mostra |

que existem infiniws fungles h: N —+ M tait que g C h = N+ A funcdo g é |

irarsivel?

Sef:E—+F 8 g: F——E siip tals que g O f- ig. Quais das seguintes conclusSes §

sdo validas?

o guth;

bl f 4 scbrejetora;
¢l f & injetora;

d} g € injetors;
s} g ¢ sobrejatora.

Sejsm as aplicagSes 1 E——F a g F ——E. Prover que:
al sa gOf 4 infetora, entio 4 injetora;
b) se f Og ¢ sobrejetora, ontiic f ¢ sobrajetora,

Sejam f:€ ——~F; g:E ——F; h: F ——= G, Supando h injetora e hOg=h Of.pro- |

var que g=f.

Sgjam f: E——~F a g F ~——=G. Supondo g bijutora, provar que f é injetora se, & |

soments 58, g OF tambdm ¢ injetora.

Quais das funges abaixo sio restrigdes da fungao f:IR ~——R tal que fix)= x27
al g={10.0), 11, 11, 2,8} de {0,1,2} om {0,1,4}
B} hix}=x® de € om C '

€ 115, 1} = aplicaggo idéntica de {0, 11}

Quais das fungbes abaixo 530 prolongamentos de Iz?

a) f:IR ——»Z tal que fix)=[x] = msior inteiro contido em x.
b i
cb 9:IA =——R tal que pixi=[x]

Consider# & seguinte fam/lia de subconjuntos delR : & = [A-l}. eN® onda Aia [0, 1+ _1.{. -
|l 4

Acha a “unifio” J A, ea “interseceio” N A
s | : w«
ieN ienN
Considers a familia de retas (A, ), . Onde Ay = {ix, y) eR’ |y=x+k}. O queé U
ke

E N Az
k €

Considere a familia de conjuntos A, onde A, = {ix, yb eR o2 + % = k2 & =1}

Descraver os conjuntos UA, a N A

| T

§ 50— OPERAGCOES — LEIS DE COMPOSICAO INTERNAS

1. EXEMPLOS PRELIMINARES

a) Consideremos a aplicagdo f: N x M — N tal que f(x, y} = x+ y. Dados
dois nlmeros x e v naturais, ao par Ix, vy} a aplicagdo f associa sua soma x+ vy, A
aplicagdo f é conhecida como operacdo de adicdo sobre N.

b) Seja a aplicagdo I: R x R—R tal que f{x, v]=x. vy, isto & f associa a
cada par (x, y) de niimeros reais o seu produto x . y. Esta aplicacdo é conhecida
com @ nome de operegdo de multiplicagioc sobre 8,

¢) Sendo & uma colegio de conjuntos, consideremos a aplicacde :9x F—F
tal que f(X, Yi« X N Y, isto &, a aplicaciio que associa ao par de conjuntos {X, Y]
a sua intersaccio X M Y. Esta aplicagdo é conhecida com ¢ nome de operacdo de
interseccdo sobre & .

2.  CONCEITUACAQ

Definigdo 34: Sendo E um conjunto ndo vazio, toda aplicacdo f: ExXE —=E
recebe o nome de operacso sobre £ ou Jei de composigdo interna em E.

Nas consideragBes de cardter geral gue faremos a seguir neste pardgrafo, uma
operagio f sobre E assogia a cada par {x, y} de EXE um slemento x*y {lé-se:
"w astrela y"') de E, isto 4, x%y é uma outra forma de indicar f(x, y}. Diremos
também gue E & um conjunto munido da operacdo * .

0O elemento x*ky chama-se composto de x € v pela operagdo f; os elementos
x e y do composto x %y sdo chamados ferrnos do composto xR y; 0s termas x & i
do composto x#y sdo chamados, respectivamente, primeiro e segundo termos o,
entdo, termo da esquerda e termo da direita.

Outras notacdes podardp ser usadas para indicar wma operagio sobre E:

a) notagdy aditiva

Neste caso, o simbolo da operacdo é +, a operagic é chamada adigéa, o
composto x + y € chamado soma e os termos x ¢ y sdo as paree/as.

b) notagdo multipticativa

Neste caso, o simbolo da operacdo é ., a operagio é chamada multiplicacdo,
O composto x - y é chamado produro e os termos x & y sao os fatores.




¢} notagdc de composicdo

Neste caso, o simbolo da operagio & O e a operacio § denominada compo-
sigdo.

d) outros simbolos utilizados para opsracBes gendricas sio A {tridngulo), x, -
T, 1 @ .®, et

3. OUTROS EXEMPLOS

1°) A aplicagio f: NxN —= N tal que f{x, y) = x¥ é a operagio de po-
tenciagdo sobre M.

Observemos que, quaisquer que sejam ps naturais x € y, o simbolo x¥ re- ]
presenta um nomero natural, portanto, f estd bem definida. Observemos ainda 1

que esta operacdo ndo pode ser estendida a Z porgus, por exemplo, a imagem

de {2, -1‘? seria 27! ¢Z. T?mbém nio pode ser estendida a © (porque, por exem- |
plo, {2, ?.} eOxQ e 2172 ¢ €} & nem a IR {porque, por exemplo, {- 1, -%} €

eRXR e (-1)2 ¢R)

2%) A aplicagio f: O%0*—» 0" tal que fix, v) - X & a operagdo de
divisdo sabre Q. Y

Fica como exercicio arranjar exemplos que mostrem que ndo sa pode de-
finir uma operacdo de divisSsoem N, Z, @ e R.

A operagéo de divisao pode ser definida também em H* e C*.

3%) A aplicagio f: Z x Z ~——»Z tal que f(x, y) - x -y 6 4 operacio de
subtracio sabre Z, A subtracdo pode ser estendidaa@Q,R e €.

4°%) A aplicagdo f: E x E—=E, onde E = Mo n
matrizes do tipd mxn com elementos reais, tal que f{x, y} = x+ v é a operacic de
adigdo sobre M_ (R}.

(R} = conjunto das

5%) A aplicagdio f: £ x E—E, onde E- M, [R), tal que fix, yl=x. yé
a operacio de multiplicagio sobre M (R). ("}

69 A aplicagdo v: E x E —=E, onde E = RP « canjunto das fungies de
R em R, tal que ¢{f, g) = f 0 g é a operacdc de composigao sobre RF,

{(*} M_{IR) indica o conjunto das matrizas reais n por. n.

54

4. PROPRIEDADES DAS OPERACOES

Sejs % uma lei de composicdo interna em E. Vejamos algumas propriedades
notévels que % pode apresentar.

a} Proprisdade associotiva
Definiglo 35:  Dizemos que * tam a propriedade associativa quando
xokly# 2h=[c%yl ¥ 2
guaisquer que sejam X, v, Z € E.

Exemplos

1% As adi¢Bes em N, Z, @, R ou C sio operacdes associativas, isto é,
operacfes que gozam da propriadade associativa. :

2%} As multiplicagBes em N, 2, 0, R ou € sio operagies associativas.

3%} A adigio em M on {R) conjunto das matrizes do tipo mxn com ele-
mantos reais, 6 operacdo associativa,

49) A multiplicacio em M (R} ¢ associativa.

59 A composicio de funcBes de R em R é associativa,

Contra-exemplos
19) A potenciagic em M nio é associativa pois:
’ 2{3‘}=281 8 ‘23}4=212

29 A divisio em IR* ndo é associativa pois:
(24 :4) :2:-6:2=3 & .24:(4:2)-24 + 2212

Obsarvagso: O fato de uma operacio ser associativa permite gque calcule-
mos o composto de mais de dois elementos sem necessidade de usar os paréntesas,
uma vez gque gualquer associagdo entre os elementos conduz ac mesmo resultado
final. Por exemplo:

2+ 3+b+ 8= (2-!- 3]4- {5+ 8]: 2+_{3¢ 5}+ 8= 2+ (3* 5+ 8]' 13

Se uma operagio ndo é associativa, temos obrigacdic de usar parénteses para
indicar como deve ser calculado um composto de tsés ou mais elementos, caso
contrério deixamos o composto sem significado. Por exemplo:

48 :4 :2 : 6 ndo tem significado

148 : 4) < (2 : 6) - 12 :15-36

48 : (4 :2) :6=4B :2 :6 ndo tem significado

48 ; (14 :2):8)-48:(2:6)-48: _;_ - 144




b} Propriedade comutativa
Definigio 36: Dizemos que * tem a propriedade comutatwa quando
XkY= YEX .

quaisguer gue sejam x, y ¢ E.

Exemplos
19)  As adicBes em N, Z, @, R & € sio operages comutativas.

29)  As multiplicagBes em N, Z, 0, R e € sdo operagdes comutativas.
39 A adigio em M. o (R) & comutativa

Contra-exemplos

19) A potenciacéo em N néo é comutativa pois:
-8 ¢ 3-0
2°1 A divisio em R* n8o é comutativa pois:

1:6= -;— e 5:1-5.

3% A subtracgio em Z ndo é comutativa pois:
2.-4=.2 e 4-2.2.

4%) A multiplicacio em M., . (IR} ndo é comutativa pois:-

1 2 4 b 16 19
3 4f\6 7 36 43

a sy {1 2\ fi9 28
6 7/.\3 a)] \zz a0

5%} A composiciio em RA {conjunto das fungdes de IR em IR) ndo é co-
mutativa pois, se f(x}= 2x e g{x} = x?, entdo:

{(Fogiix)=flgha)=2x" e
(g o £1{x) = glf(x}) = [2x)? = 4x”

¢} Elemento neutro
Definigao 37: Dizemos que e € E é um elemento neutro & esquerda para a
opersgio ¥ quando:
€ % X=X

pera todoe X € E.
Dizemos que e ¢ E é um efemento neutro & direita para a operacéo % quando:

X ke=X
para qualquer x € E.

Se e é slemento neutro & direita e & esquerda para ¥, entio dizemos que
a & eleamento neytre para esta lei.

Exempios:
19) O slemento neutro das adicdes em N, Z, @, R & € é o nUmero 0 pois
0+x = x = x+0 para qualguer nimero Xx.

29) O slementc neutro das multiplicacBes em N, Z, Q,ReCé o nGmaro 1
pois 1. x = x = x. 1 para qualquer nGmero Xx.

39 O elemento neutro da adicio em M . { R) é a matriz nula do tipo
m X n pois:

Ok +X = X = X+0p
00..0
qualquar que seja X e M o (R). {Obs.: 0 0. = 00 .01,
00 .0,

G 0 Y A B G

quaisquer que sejam a, b, ¢, d € R.




59} O slemento neutro da composigio em R® éa funcBo i {idéntica em R}
pois:
igof=f=foig

gualquer que seja f e B IR_

Contra-exsmplos
19} A subtragio em Z admite 0 como slemento neutro 3 direits pois

x -0 = x, % x €Z mas nfo tem neutro 3 esquerda pois ndo existe e {fixo) tal que

8 -X=X, ¥ xeZ

29) A divisdio em IR* admite 1 como elemento nsutro & direita pois

X :Tax ¥xe¢lR" mas nfo tem neutro & esguerda pois ndo axiste e (fixo) tal que

e:x=x¥xe R*
3% A operagio ¥ tal que x s% y =y sobre H tem infinitos elementos neu-

tros & esquerda pois 8 * v =y, ¥y ¢ [R 4 satisfeita por qualquer & ¢ R, mas néo’

tem neutro & direita pois ndo existe e (fixo) tal que x k e=x, ¥xeR.
Proposigiio 6: Se a operagdo % tem um slemento neutro e, ala é dnico.

Demonstragio: Sejam e o e elamentos neutras da operacao #

Temos: .

e neutro === g keg'we

E oneutro = g ke'=¢
entio e=2" =

d) Elementos simetriziveis

Definigdo 38:  Dizemos gue x ¢ E é um alemento simetrizével, para a ope-
ragdo # gue tem neutro e, se existe X' € E tal que:
XK x=e=%X % x'

O elemento x’ § chamade simétrico de x para a operagio * . Quando &
operagiio é uma adigio (+ ), o simétrico de x também é chamado oposto de x &
indicado por - x. Quando a operacdo é uma multiplicacdo ( »
X & chamado inverso de X e indicado por x~1,

). o simétrico de ;

-

Exempios e contra-exemplos

1% 2 é um elemento simetirizavel pare a adigio em Z e seu simétrico é
-2 pois:
(-2)+2=0=2+(-2)
29} 2 é um elemento simetrizdvel para a multiplicacio em Q e seu sime-
wico & - po:
1
& 212 lz
& n3o & simatrizdvel para a mesma operacio pois ndo hé elemento X' am
© ial que:
0-x=1=x"-0 )
3% 2 njo é simetrizével para a multiplicagdo em Z pois ndo existe x" ¢ Z
tal que x’ - 2— 1=2. x'.

4 2

)po.s
At I V4 R (A R (O Y

é simetrizdvel para a adigio em M3z (IR) e seu simétrico

591 ; :; é simetrizdvel para a multiplicacdo em M, (IR} e seu simétri-
s (-5 -3
coé ois:
( 2 1 P

ndo é simetrizdvel para 8 mesma operagdo pois:

LG

e este sisterna é incompativel,

)
( )) AR o

x+2z-1
y+2t=0
2x+ 42=0
2y+ dt=1




89 A fungio fix) = 2x « 1 ¢ bijetora de IR em IR; logo existe a inversa de
f, 1 x) = "—%—1 ,talquef lofe in-fof'l. Podemos dizer que f é um ele-

mento simetrizével de RT para a composicio.
J& a fungio glx) = x* n¥o ¢ uma bijecio de IR em R e, por conseguinte,
nao é um elemanto simetrizdvel para a mesma operacéo. .

Proposicio 7:  Se a operaclio + em E é associativa, tem elemanto neutro e
& um elemento x ¢ E & simetrizavel, entdo o simétrico de x d nico.

Demonstragéo: Sejam x’ ¢ x”* simétricos de x. Temos:
Xeg kX =0x"% x) Fx=x"%(x £x}=x"% eax”. ®

Proposigio B:  Seja % uma operacio sobre E com elemanta neutro e.

a) Sa x & simetrizdvel, entdo x’ também € e (x')" = x.

b} Se % & associativa e x, y € E siio simetrizdveis, entdo x * vy d simetrizével
elxsyV=y % x

Demonstragéo

a) Sendo x* o simétrico de x temos X' * X=X % X = &, 0 quée mostra tam-
bém gue X é o simétrico de x'. Ou seja: (X)' = x.

b) Para provarmos que y’ % x' é o simétrico de x * ¥, devernos mostrar que:

(1) ¥ % x) % (X% ylao

(2) (x %y} ®* (y *x)=8

De fato, temos: ‘
1 texVexay=[ye D ex]ey=[y* (X *x]%y-=

=ty %k ek y=y x y=e

{2) analogaments. B

Notagio: Sendo % uma operacdo sobre E com elemento neutro e, indi-

case por Ug (E} o conjunto dos elementos simetrizéveis de E para a operagio ¥ .
Em simbolos:

Ug(Elm {xeE |3 x'cE:x" % x=8= X %X}

Por exemplo, temos:

a) U,(N}- {0} e UM, ReM__ (R}
b} U, (2} =2 ) U.{Myxz(R}) = '[[ll b] |a, b,c,deRead bcaﬁﬂl
o u@={1-1} gl UgR®) - {feH“ | f & bijetora} -

d) U. (R) = R¥*

it oot i

e} Elementos regulares

Definicio 39:  Dizemos que um elemento a
e E
vell em relagdc i operacdo #* se: # reguler {ou simplfics

a*x-a*y—_=.x,=y {1}
. e .
Xkd=y *%a—» xa Y 2)

quaisquer gue sejam x, v ¢ E.

Valendo (1)}, dize
dreien mos que 2 é mgu!ar & esquerda, Valando (2), a é reguler &

Observagio: Se ¥ & comutativa, |
reita e vice-versa. regular 3 esquerda significa regular 2 di-

Exemplos e contrs-exemplos

19) 3 € reguler pera a adicio em N pois:
3+rxm3e y = x=y
para todos x, y € M.

2°) 3 ¢ regular para a multiplicacio am Z pois:
J.x=3.y = x=y
para tados x, y € Z.

39 0 nio ¢ regular para a multipficagio em Z pois:
0.2.0.3 o 253

49) ' 2 é regular pare & adicio em My, (F) poie:
) ) ( 2) (Xz Vz) Xy Y1 X2 Vz\
+ = =
z, 4/ \zz, 1, B 3
{0
5%) 0 ) ndo & ragular para a multlplicacao em Mz IR) pois:
) 2

Y O B P G

g o .A_____ J .J_

- O

—




Proposigio 9:  Sea operacio % ¢ associativa, tem neutro e & um elemento
a ¢ E & simetrizdvel, entdo a é regular.

Demonstragdo .
Sejam x e y elementos quaisquer de E tais que akx=a%y e xka=y¥ka 16

mos: ,
(1) asx-asy—a *laxxi=a"*@xry) =

— @k alex=(axalxy—eXx-eky=— X=Y
e, anajogamente:

{(2) xka=y®ka—> X=Y
portanto, # 4 regular. ®

Notsgso: Sendo * uma operacio sobre E, indica-se por Ry (E} o conjun-
to dos elementos ragulares de E para a operagio * .

Por exemplo, temos:

a) R (N)=N

b) R (Z) » Z¥

d RM__ (R)- M R

Notemos que se * tem neutro em E, entfio e € Ry (E}, portanto, Ry (E} ¥ ¢.

Observemnos ainda que se, além disso, * ¢ associativa, U (E) C Rx {E}, conforme

a proposicio 9.

f) Propriedade distributiva \

Definiciio 40:  Sejam * ¢é A duas operagSgs sobre E. Dizemos que A é '

distributiva em relagio a * se:
xAlykz}=(xAyl % (xAz) (1)
ysDAx=lyAx) *(zAx) * (2
quaisquar que sejam x, Y, Z € E.

Valendo {1}, dizemos que A ¢é distributiva & esquerda de # . Valendo {2}, ]

dizemos que A é distributiva 3 direita de * .

Observagio. Se A & comutativa, entdo distributiva 3 esquerda ou 4 direita ]

de * sfo equivalantes.

Exernpios

1%} A multiplicacio em Z é distributiva em relacdo 3 adigio em Z pois:
¥x ¥, 2€E :x {y+2)=ix.y}+ (x.2)

29} A multiplicagio é distributiva em relagdo & adicado em Mn(IR] pois:
VA B CeM (R):A.{B+C)=({A.B)+(A.C)
¥A B Ce M, (R} :(B+C).A-{B.A}+ (C.A}

3% A potenciacdo ¢ distributiva 3 direita em refacio & multiplicacds em N

pois:

Vx,v.ze N :lx.y)™=x"yn

mas ndo & distributiva 4 esquerda pois:
274 % 23,25,

5. PARTE FECHADA PARA UMA OPERACAQ

Definicdo 41:  Seja * uma operagdo sobre um conjunto E # ¢. Seja A
um subconjunte ndo vazio de E. Dizemos que A é uma parte fechada de E para
a gperagdo * se, e somente se, temos:

XeA e yeEA — xxvyel
para todos x, y ¢ A.

Exemplos

1%} Os racionais sio uma parte fechada para a operagio de adicdo sobre
RpoisQ+#¢, QCR e X, yeQ = x+y e 0, quaisquer gue sejamx e y,

Notemos que os irracionais ndo sdo uma parte fechada para a adigdo sobre
R pois, por exemplo, v/2 €R-0, 1-+/Z ¢R-Q e 2+ (1-/2} ¢ R-Q.

29)  Os reais positivos s3o uma parte fechada para a multiplicagdo sobre IR
pois R *4$,IR* CIR & x,yclR* = x.y €17 , quaisguer que sejam x e .

3%)  As fungBes bijetoras de IR em IR formam um subconjunte A fechado
para a composicdo de fungles de RP poisa#g, ACRR o f,ge A == foge A,
Quaisquer que sejam f & g

‘6. TABUA DE UMA OPERACAO

Construgio

Seja E- {ay, a3, ..., a.} {n > 1) um conjunto com n elementos. Cada
Operacio sobre E é uma aplicagio f : EXE ——~ E que associa a cada par {a, a.} o
elemeanto 3, % a=a. !



Podemos indicar o correspondente a, ; Para cada par (a;, a} por meio de

uma tabela da dupla entrada construida como segue:
1%  Marcamos na Imha fundamental e na coluna fundamental os elernemtos
do conjunto E. Chamamos de i-ésima linha aquela que comeca com a; e de j-ésima

coluna a qua é encabecada por g; .

29) Dado um elemento a; na coluna fundamental e um elemento a; na.

linha fundamental, na interseccio da linha i com a coluna j marcamos o com-:

posto ay;.

Exemplos -1l ol 1
191 Tibua da operagio de multi- 9
plicagio sobre E= {-1,0,1]. 1ot
gjo| o|o
1 -1 01
2% Tibua da operacio de inter- (Ajsjcio
::::‘caomsobr:E; {A,B, C, D}, onde os AlATATA A
juntos C, D sio tais
ACBCCCD. e Blals 8|8
C([A|B|C ]|
D A_ BIC (D
3% Tdbua da operacio mdc so- mdc{ 1 [3|5]15
bre E= {1! 3: 5- 15}: Ino ‘r ftxr Y] -
= mde (x, y}. e
3113|111 3
1 15}
16j1 | 3{5 |18
4%) Tébua da operagio de com-
Dosm-a.'io sobre € = {f,, f2, 1; }onde as offi[t |t
funcdes f,, f;, f; sio assim descritas: f | f ] £ | £
f1= {ta, a}, tb, b}, (c, c} } : ‘
f1= {ta, b), (b, ¢, lc, al } fiflt h
3= {(a. &), (b, 8), {c, b) } 1 fafh it
R

——



Propriedades
Vejamos agora como se pode estudar as propriedades de uma operag#o % so-
bre E= {a,,8;,- - ,an},quando % é dada por meio de uma tdbua.

a) Associativa

£ aguela cuja verificagdo exige maior trabalho. Pode ser feita de dois modos:

19)  Calculam-se todos os compostos do 1ipo a; % {a; * a,) com ij. kel1,
2,...,n}; calculam-se todos os compostos do tipo {a; * a) * a, com i i, ke {1,
2 ... n} . Notemos que este método exige o célculo de 2n® compostos.

29) Encontra-se um conjunto F dotado de uma operaciio A que se sabe

ser associativa, de 1al forma que exista § : E — F com as seguintes propriedades:

a) f é bijetora;
b} f{x * y) = fix} A fly) para todos x, v € E-

Se isto ocorrer, entdo a lei ¥ também é associativa (verifique como exef-

ciciol.

b} Comutativa

Chamamos de Hfagonaf principal da 1dbua de uma operagio o conjurtod

formado pelos compostos 8y, 3z, 233, - - - . anp-
Sabemos gque uma operagao é comutativa se:

8 ¥ ai=ai * 3

isto 6, se aj; = a;; para quaisquer i,j=1,2,3,...,n
4y @2 B3 -.- A ... 3 --. 3n
a | e
az a3
a3 933

ai aji

[: I\ dnn

Mas a;; € d; ocupam posi¢Bes simétricas relativamente 4 diagonal principal;
portanto uma operacio * & comutativa desde que sua tdbua sela simétrica em
relacdo & diagonal principal, isto 4, compastos colocedos simetricamente em rela-

¢do a diagonal sdo iguais.

Nos quatrc exemplos dados hd pouco, as operacdes sdo todas comutativas.

Um exemplo de operagéo nac co-
mutativa ¢ dado pela tabela ao lade. No-
ternos que: alalb|c

b kc-a e ckxb=b

¢) Elemanto neutro
Sabemos que um elemento e é neutro para 2 operacdo % quando:
(I esxx=x, ¥xeE e {ll] xke=ex, ¥xeE

‘Da condigio (I} decorre que a li- @ A ... & - e
nha de e § igual a linha fundamental. | a %{;‘;

Da condigdo {Il) decorre que a co- W
luna de e é igual 3 coluna fundamental. o

Assim, uma operacdo * tem neu a3

tro desde que exista um elemento cuja

linha e coluna sfo respectivamente iguais %
T %’*

%

H

3 linha e cofuna fundamentais. s T S e T A S
| e
‘? Z&; b‘&"-&\%ﬂ ]
iyt

i
SN

e [ \wkie"” A .
."% o fs‘*%?:“:ﬁﬁ ; %‘

. RS

& L]

&n gﬁ‘
Nos quatro exemplos dados ha pouco, as operécﬁes tém neutro que é 1, D,
15 e #, respectivamente. '
Um exemplo de operacio sem neu- a b e

tro é dado pala tdbua ao lado. Notemos
que & é newtro $6 3 esquerda.




o) Elementos simetrizdveis
Sabemos que um elemento a, ¢ E & simetrizivel para a operagdo * {que tém

neutro e} quando existe Um &, € E tal que:
#* '
{1 a & a,-6 8 & |83 | dn
e 3
() 8 ko= a
Da condicdo (11) decorre que a li-
nha de a, deve apresentar 20 menos um a
composto igual a e :
Da condigao (l] decorre que a co- a
luna de a, deve aprasentar ao menos um *
composto igual a e 3|

Como a; = a,, = e decorre que o neutro deve figurar em posi¢hes simétricas

relativaments a diagonal principal.

Assim, um elemento a, é simetrizdvel guando o
vez na linha i e na coluna i da tdbua, ocupando posicdes simétricas em relacio ;
& diagonal principat, ]
* e ay| &2 | 83 | 24 .

neutro figurs 2o menos uma |

Por exemplo, a tibue ao lado defi- e le |2 a8 |as|as

ne uma operacic * sobre E= {8, a,, 83,
83, a4 }que tem neutro e. Os elementos
simetrizdaveis de E s30:e, 8; € a4. ag | as| 23| 2|8 | @2

3y |3 | 82| 83| 8q | €

L

4

a3 |43 | 8g 38y j8; |81

84 |5l @ (@ |32 | 82

e} Elemantos regulares )
1
Sabemos que um elemento a ¢ E 6 regutar am relacéo 8 operagdo % guando:

() x+y — akxxFaxy

e .

(Il x#+y == nxaFryka
onde x @ y séo elementos quaisquer de E.

Isto significa que @ é regular quando, composto com elementos distintos;
(3 esquerda deles ou a direital, produz resultados distintos. :

Assim, um elemento & é regular quando na linha ¢ na coluna de 2 ndo hou-

ver resultados iguais. -

+

Por examplo, a tdbua ao lado dsfi-
ne uma operacdo sobre E~ {e, s, b, ¢, d }
onde os elementos regulares sdo e, ac el e b

a

¢c|d

alalb| dle|c

b
b
b

7. ADICAO E MULTIPLICACAO EM Z
™m

Vamos definir aqui as )
operagSes de adicio e multiplicacs ,

Z.,(m> 1} de classes de restos. Em seguide mostmr'::;;phlmcao num conjunto
dessa operagOes. ’ dlgumas propriedades,

DefinicOes
Seasa, €Z e b=b, €Z . entio a=a,{mod. m) ¢ b= b,{mod. m}
.portanto, a+b=a; +byimod. m} & a.b= a1. by {mod. m) a, comeqiientememe’

a+b=a,+py e E'al'bln

Isto torna Iicitas as seguintes definicdes:

Definigio 42:  dadas duas classes 3, b -
. 5@ be2 chamase somaa+b
3+ b {(que ¢ nica, independentemente do represent;‘nte tomado para -E::U :aflqae

Definigdo 43:  dadas duas classes 3. B &L
Th lqun § o » asses a, b ¢ Zm chama-se produto 2. b a classe
+ independentemente do representante tomado para & ou para b)

Assi L x
ssim, acabam;: Tt: :iﬂ:rr duas operacdes sobre Zm : uma adigdo tal que:
¢ uma multiplicagio tal que:
a.b=a.b
Propriedades da adigio
il Associativa
Sendo _é,_b,—c € Z . temos:

1 e T —

a+{b+c)=a+bec-a+(be cl={a+hlec=as+b+ca {Tu‘q-_blu-_c
i} Comutetive
Sendo a, h €Z,, temos:

da+b-a«bhewb+anb+a

3




iii) Elamento neutro
2+ 0=2+0=-2,V aeZ
portanto,_ﬁ é o neutro da adicdo em Z

iv) Elementos simetrizdveis _
F+m-s-a+im-al=m=0, YaeZ
portanto, todo elemento de Z | ¢ simetrizével para a adigBo: o simétrico aditivo

ded é m—a.

Propriedades da muitiplicagio
il Associative
A prova fica como exercicio.
i} Comutativa
Idem,
it Elemento neutro
a.1=2.1-2a, ¥aeZ
logo, T 4 o neutro da muitiplicacdo em Z |
iv) Elementos simetrizdveis

Provaremos queac Z. 4 simetrizive! para a multiplica¢do se, a somente se, ._

mdc (a, m) =

Prova1: ae€ U-(/Zm‘.l —= mdecia, mi=1

Selig ) = (3 ez rab=1) = a.b=1(mod m ==

=== ( 3 qeZ :8b-1=qm) —= ab-gm=1

Por outro lado, temes:
d- . mde [, m)== (dla e dIm}== d|lab- qm) == d|1=—> d= 1.

Prova 2: mde (a, m}= 1 ==+ acU.{Z )}

mde (a, my=1=—= { 3 %, yoez ax°+myn-1}_——~> axg-1=[-yplm=—
= axg =1 (mod m} == a-xo-1=> anLtZ ).

PR
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EXERCICIOS

101.

102

103,

104,

"dIE=R e X ky= V2t y 5.

Em cada caso shaixo, considere 2 operscio % sobre E o verifique se é associativa, se
€ comutativa, se existe elemento neutro ¢ detarmine os elementos simetrizaveis.
al E=R e x % ye= Xty
2 _—
bl E=R & x ¥ y=x

cl E=R e xkxy= V'xifvi ,

-~
Tt

el EaR"e x *y=-X

f} E=R’e Hky= Xty .
. 1"'!“ .

ol E=Z & x EY=X+y+ My -,
hl ExZ & x #y=xy+ Ix

i) EcQ o
i} E=Z a
k]l E=R ¢
I} E=R e u:|=\¢'=:'H-y~2m(2\.r2 - [ ]
M E=N e x-% y=min (x, y) T T

ot E=R e x % y= max [x, y) :

ol E=Z a

Xakyns X+ xy
X kyax+xy
**V‘“ﬂ+\rﬁ+2xv “

X % y=mdc (X, y} -
Pl E<N & x % y=mde ix, y) , &=
ql E=£ x %k y=mme ix, y} .
N E=MN e x % vy=mme (x, vyl

Er'ﬂé cada ceso abaixo, estd definida uma operacéo sobre ZxZ. Verifique se é associativa,
Se & comutativa, s¢ existe nautro e determine os elementus simetrizdvais,

8l (a, b} ¥ lc, d)= (ac, 0}

b) {a, bl Afc, d)= la+c, b+ d)

cl fta, b} Lic, di = (ac, ad + be)

d) la, b) 0 l¢, d}= s+ c, bd)

&) la, b) x (¢, df = {ac -bd, sd + be)

Sendo * a operagdic sobre Z° dada pela lsi (a, b, ¢} * (d, e, 1) = {ad, be, cf). provar
que 3 ¢ associativa ¢ tem neutro. Determinar u*{zal

Em que condicBes, sobrem e n €7 a operacio dada por XMy = mx+ ny, sobra Z,

a) éassocistiva? b} & comutativa? ¢} admite glemento neutro?



. Comideremos & operacio ¥ em R definida por » % y = ax+ by + cxy, onda 8, b e c sdo
nlmeros reais dados. Determinar as condigBes pars 8, b e ¢ de modo que * seja BIsOCia-
tiva e tenha alemento neutro,

Daterminar todos os elementos neutros 4 esquerda no conjunta E= { ( ; : g ) la.beR}

para a operaclio de multiplicaco.
107, Determinar Ry (E} para cads operagio definida no exercftio 101.
108. Detarminat o3 elementos regulares de ZwZ para cada operscio definida no sxercicio 102.

109. Mostray que nenhum elsmanto de IR & ragular pera a operacio A assim definida:
x Ay=xt+ gty :

110. Veriflque se a lei dada por (a, b} A (e, d1= (ac, ad+ be} é distributiva em relagSo B lei
{a, bi+ {c, d) = (a+ ¢, b+ dh tudo am 25T

¥4, Ache m € R de medo que a lei definida por x Ay = x+ my (sobre R} saje distributiva
"\ em relagio B X ¥ y= X+ y+ xy (sobre Rl

112. Dizer quais dos subconjuntos de € sio fechados pare a operagdo de adigdo.
2 Z_ ¢} 1= {x €2 | xé impar}
b) P= {xe& | xépar} d) m&= {x €Z | m divide x } {m fixo).

113. Dizer quals dos seguintes subconjuntas de Z sio fechados pera a operagiio de multi-
plicagao.

al Z_ b} P cl | d) mZ

114. Mostrar que A= 1z€C | 2= cos 8+ 1.3en @} 6 subcanjunto da € fechado para a multi-
plicacio. ’ . K

a

cos 8 el BEX }é subcenjunto da Mg (R} fechado pars a '

115. Mostrar gus A=
~ggn @ cos s

multiplicegio.

116. Em cada casc abaixe, estd definids uma operagio % sobre E. Padese: fazer 8 wbua
da operagiia, verificar se & comutativa e s existe neutro, detsrminar UxiE) g Rg(E)
XE: {1,2,3.6}5 x % y=mdc Ix, y) :
b} E= {1,3,9, 27} @ x% y=mme ix, yl
E= Fabll a xky=x Uy
oK E~ Fi{a,b}) e xkysx Y
o B Pl bl s xky=xUyr-x Ny
q g= V32, Vs, J2de x % y=minix, v}
gl E= {3 2. 1'rf7.-‘2}e x ¥k y= max{x,y
W E={1.i, -1, -1} & xky=xey :
4 E=1{01,2,3} 8 x % y=resto da divisio em Z de x*y por 4
~j) E= {0.1,2, 3.4} & x % y=resto da divisio em Z de X~V por 5. 4

117,

118.

118,

E———————— '
. z 1

Construir a tbua da i
oparagao de compoticlo de fungd _
f1={a, al, (b, b}, (c, c} } ¢80 de fungbes em E={f1. fz,

f2 = {8, b, ib, c), lc, 3 }
fa={la, c), b, al, fe, ) }

Salugiia

f1 } onde:

fhhofi=f=fof i i
jOf pois fi é&a identi i
ne dade e, com is30, preanchemos 2 12 linha e a 12co

f 0f2=f3 pois

faofy=ty = i
20f3=f1=f301; pois £y e fa sdio inversas entra of

o 3 fa

fyofa=ts poi b: ‘E"
<

S

¢ -1

€, ehtdo, temos a tdbua ao lado. o fq f. f3
2 3

fr f 2 fa
f: fz f3 fl o
fa f3 fl fz

Construlr a tébua da 5 ’
operegic de composicso de funcs .
i . ngoesamE={F; . f
fy = (a b ¢ 4 s b e {f1. 2.3, ¢  once :
a b ¢ d " L PO
a
f3m | ® L e d ' ' ) N
N
. o ¢ -

d

a ) + por exemplo, indica a funcio dadapor: 8 b, b =g
€ g 'd — 2

Seja EE

L] ] 4] ca? .
mm E Inl ] .phmo” d uma
O conjunto das apli ous de E A com DMQ d
op.lnm smE". col'tfllll ] ﬁbua d“u opafa;w para E = {0 f }




120. Seia SIE} o conjunto das permutagdes de E laplicagdes l:"ij.etoras de E am E:; 2::::;
posigao de permutagdes & uma operagio am S{E}. Construir a tébua desta operag

E- 11.2.3). '

121. A partir das tdbuas dos exercicios 1189 e 120, verificar s¢ as operages sio comutativas, ;
. @ axists neutre, qus slamentos so simetrizdveis e quais sdo regulares. 3

. i
122, A partir de cada tdbua ehaixn, verifigue se % @ comutativa, se sxn_stg nautro & que
elementos S0 simetrizdveis. _;
:
s E={ab.cd} o) E= {a.b.c.de fgh}
* a l bl [+ d " ] ;
a ¢l d| al| b a|ble d e | f q h |
pldlelbl® a f:), b (e |dfje |t [a |Hb
c|a blr“&. \d - o
dinjajd|® b |bjc !d tajf g |h |e
c c |d ]a b g |h e f j
s i
d d 18 B = h e f 9
b e o) e e it jo tnAels [e id
+| a k| c| d = ,
e | a|db flf gihnlejb|c jd]js
a i
blajblec d glagjn|e|flc|Hd rfa_ b
c b < d a o
did| diale h h e f g d }a B &

r -
123. Construir 3 tdbua de uma oparagio % sobre o conjunto E= 1a, b, €, d}da mode que:

1 seja comutativa;
111 a seja elemento neutro;

1IH U*tE,=E
vl Rx)I(EI=E
vi bHkc=2

124. Construir a tébua dé uma operago A sobre o conjunto E= 18, a. b, ¢ }de modo que:

1]  seja comutativa;
I} & sejs slermento neutro;

m xxa=a ¢ x
vl R¥IE}=E- {a}

4

126.

126.

127,

128.

130.

131

Dar um exemplo de operacBo sobre E em que todo slemento de E ¢ regular, existe
neutro e sO ele é simetrizével.

Dar um exemplo de operacdo sobre E em que existe nsutro ¢ todos os elementos de
E, comn excé¢do do nautro, m dois simétricos, s

L R A
PR

. L m e -
Dar um exemplo de operacéo em que o camposto de doacs elementos simatrizdveis
nao & simetrizdvel. :

Dar um exemplo de operagdo ndo essociativa nem comutativa mas que tem neutiro.

Seja E= Pifa b, c} Qual éa candigdo sobre X & Y, com X €E e Y € E, para que
{x., v} scja fechedo em relacic & operagho de intersecedio sobre E7

Seja % @ operagdo sobre E= {1,2, 3, 4, 6, 12 } definida por x % y = mmc {x, y}. De-

terminar os subconjuntos de E que tm . trds elamentos ¢ sic fechados em relagio
a % .

Determinar todas gs operagdes sobre o conjunto E = {a, b }
Solugdo

Deverncs daterminar todas as aplicaches de ExE em E, ifto d, devemos atribuir um
“valor”” a cads um dos compostos a¥a, adb, baa e b¥*b, Isto pode ser feito de 16
maneiras diferentes como mostra o diagrama abaixo

a*a a* b b+ 8 b » b
. b —=—"T"",
b 3—<:
b<:
a<a—<:

; P—
—_—,

<:




1
{n"}
. Mostrar que o nimero de operagbes sobre um conjunto finito com n elemantos é N .

Sugestio:  rever O axercicio 54 dests capitlo.

. 3, Seja E um conjunto sohre o qual esté definida uma operacio * que 4 associativa.
' . Provar que: .
N 3y s € E & regular 4 esqusrda 3¢, e soments §e, § : A —=A tal que flx}= a¥x & Injetora;
b) RglE} é fechado em relagdo a operagao ¥k ; i
¢l se € & finite & Rx(E) F ¢, entio existe eiemento neutro para a oparagao *.

134. Seja E um conjuntc munido de uma operacio % que edmite elsmeénto neutro e. Mos-
“trar que 95ta Operag3o ¢ associstiva B comutativa 3e, e somente sa, @ %k (bkc)= lakehkb,

quaisquer que sejam a, b e ¢ em E.

. Uma lei de composicde interna [x, vi F—x %y num conjunto E ¥ ¢ € chamada
g otalmanta néo associativa se :
‘o ¢ a b, o) a.b,c€E ==> laxbl kcFa*b*cl
\\ al Mostre que tal lei ndo & comutativa.
k] Mostre que is, b} — aP § totaiments ndo associative em E= {3.4,...}

136. Sejo # uma opers¢do sobrs E que é associativa ¢ tam neutro. Sendo Alum subconjunto
néio vatio de E, indiquemas por C {A} o conjunto dos slementos x € £ tais gue akx= x%a
pars todo a € A. Provar qus:
al C (Al é fechado em relacBo & aperecao ¥
b} se B A, entio C (B) 2 CIA)
¢} Ci{CicCial= CIAl

Capitudo I

GRUPOS

§ 12— GRUPOS E SUBGRUPOS

1. CONCEITO DE GRUPO

Definicao 1: Sejam G um conjunto ndo vazio e (X, y} F— X % ¥
uma lei de composicio interna em (. Dizemos que G é um grupo em relagio
a esse lei se, @ somente se,

{a} a* (bkch=(axb) ¢, ¥ a, b, ceG,istaé, vals a propriedade associativa;

(b} existe @ € G de maneira que a%e - exa=a, ¥ a e G, ou seja, sxiste
elemento neutro;

(e} todo elemento de G & simetrizdvel em velacio a lei considerada:
YaeG, HdaeGlaxka=a%a=-a

As vezes, por simplificagio de linguagem, diz-se apenas “G & um grupo™ ou
falase do "grupo G, o que pressupde, evidentemente, uma lei de compasigio
interna em G {com as propriedades citadas) sobre a quat ndo hd nenhuma divida.

Notas

{i} Quando a lei de composicio considerada for uma "‘adicio” diremos
que o grupc em questdo ¢ um “‘grupo aditivo” ao passo que se a lei for uma
"multiplicagdo’” nos referirermos a ele como “grupo multiplicativo®.

{ii) Ne maior parte da teoria sobre grupos a ser aqui desenvolvide usare-
mos a notagio multiplicative. Razdo: é mais pratica e, é claro, os resultados a se-
rem obtidos independem do tipo de lei de composicao interna a ser usada.

{iil) Se a lei que faz de G um grupo é dada por {x, y) = x % y tam-
bém se costuma dizer gue o par (G, # ), onde * simboliza a lei, § um grupo.

-__—.4__.__4___.&.__.




2.  GRUPOS COMUTATIVOS OU ABELIANOS

g ;i tativo
Definigio 2: Dizemos que um grupo (G, %) é abeffa;rno ou comi
se, & somente se, a lei (%, ¥} b—— x % y é comutativa, isto ¢,

a*b«<b xa, YabeG

i 0 usade
Nota: Quando se desenvolve a teoria dos grupos ccrmutat::?v: r:t:::a ) Lsace
ind i icdo | a &, usualmente, a aditiva. ss0
indicar a lei de composicdo intern: . i i
?a;?.»el nos modelos mais importantes dessa situacdo {grupo abeliano) as operaco
é
sio adigbes.

3.  GRUPOS FINITOS — TABUA DE UM GRUPQ FINITO

g finito. O
Um grupo finito ¢ um grupo (G, * ) no qual o conjunto G e fin

g G. A tébua -
nomera de elementos de G, nesse caso, & chamado ordem do grupo

i icd i G.
de um grupo finito (G, * ) é a tébua da lei de composicac considerada em
Dénotar?emos a ordem de um grupo finito G por o{Gh

Exemplo:  E facil verificar que T
G-=1{1, -1}é um grupo em relacdo a :
- u .
ultiplicagdc usual. Trata-se de um gr ; 1 =
:10 f;:lito de ordem 2 cuja tdbua estd A R
RIS R
ao lado.. ]

4 ALGUNS GRUPOS IMPORTANTES

eramio or axem |OS It.IpOS bastﬂnte IITIpO k

a) Grupo aditivo dos inteiros

Para a adigio usual em Z vals, como ja lembramos no capitulo zero, o:_
i . = b)+ ¢
nte a+lbtecl=(a+
st a+0 = 0+a =a
g+ (-al=1{-2l+a=0
a+b = bh+a

Logo (Z, + ) é um grupo abeliano. E o grupo aditivo dos inteiros.

b} Grupo aditive dos recianais
Tratase do grupo abeliano {Q.+ ) onde a adicdo considerads & a usual,
¢) Grupo aditivo dos reais

£o grupe comutative (IR, +) ande a adigdo também é a wsual.

d) Grupo aditivo dos complexos

Dados o5 nGmeros complexos a=a+bi e f=c+di em Casomadea comfé
a+f={a+cls+ (b+d)i

O conjunto C é um grupo em relacdo 4 adigio (o, ) F——= qe

B assim definida.
(C.+) 6 o grupo aditivo dos complexaos.

e} Grupo multiplicativo dos racionais

O conjunto Q* é fachado para a multiplicacdo usual em © pois

(Vabe®{a+ 0 e b#0 —— ah + 0}
Além disso tem-se o seguinte:

{ab)c = a(bg)
a-1=1.,a=3
-1

1

aa” =a

ab = ba

a=1

Logo {(Q*,.} é um grupa abelizno. E o grupo muhtiplicativo dos racionais.

1} Grupo multiplicativo dos reais

E o grupo (R*, .) cuja multiplicagdo & a habitual.

¢} Grupo multiplicativo dos compiexos

Dados os nlhmeros complexos o = a+ bi e

af = (ac-bd)+ (ad+ beli também & um nimero o
5¢ O Seguinta:

elBy)= (aB} v
a-1<1.asq
aataa g1
af=fBa

Destaque-se que 1= 1+ 0i ¢ que o

B= ¢+ di, ambos nio nuios, entdp
omplexo ndo nule. Além disso tem-

= -8 + __b_ i dasde
a’+ b? a’ + b2

Que a=a+bi#0. Loge (C*, .} também & um grupo abeliano. E o grupe multiplicati-

¥0 dos complexos.

.F_
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Grupo aditivo de matrizes . nas €
T:‘d . os por M (@) o conjunto das matrizes sobre Z, m i
iquem mxn :

i j § assi finida: s8
n colunas. A adicdo usual de matrizes desse conjunto & assim de

b a!n
a5 An 11
e B = bb,.,.,,.,
As 3ml 3mn m1
entdo .
ayy + b ajn* bin
A+ g | e
amy + Bmi - -+ ama+bmn

Essa adicio 18m as seguintes propriedades de fécil varificagdo:
(i} A+i(B+Cl=1{A+B)+C, ¥ A, B, C e Mmxn z)
(i} A+0=0»A=A, ¥AeMmmn (Z)

... O
o= ! ... [matriz nula)
onde = o
0... 0
.. a
{iii) Se a1 - n
. A= ...........
ami amn
-8y - -ain :
...... =-A ;
fazendo . .
-amy I-arm .

antio A+ (-Als (-A)+ A<D {matriz nula)
¥ A, B e Mmnun 2}
i A+B-B+A . o ‘ .
{LT)) [ 1Z) é um grupo abeliano em relacio & adigdio assim defin
go Mmxn

-8 multiplicagiio de matrizes de M, {Q) pois

iy . z
| arupc recebe o nome de grupo aditivo das matrfz'es sobre et
e DW ma maneira s¢ definem 08 grupos aditwoscc:as ’ma Y

a mes _ oy
e €, ou seja, (Mmxn (@}, +), (Mmxn (R),+) & (Mmxn {

i} Grupos lineares de grau n

Indiquemos por My {@) o conjunto das matrizes sobre © de ordem n. Dadas
as matrizes A= (aj)) e B= (bij) de My, {Q) o produto de

A por B é a matriz AB = (cij},
onde

L
Cij= X ajy bki (i, j=1,...,n}
k=1
Para essa multiplicacio valem sempre, para todo n > 1 fixado, as seguintes pro-
priedades:
{a) A(BC)= {AB)C
[b} Aln = ||-|A" A, ¥ A [ Mn 101, onde

10...0
01...0
In =
00 ... f

Mas ndo é para toda matriz A ¢ M
do mesmo conjunto, de modo gue

AB = BA - .

n {Q} que existe uma outra matriz B,

Por exemplo, se considerarmos a matriz
1 1

o 0

para toda matriz X oy
B- :
: z ot

AB » by = x4+ 2a 1, y+1=0, 0=0 ¢ 0« 1 {absurdo),
Considerando contudo o subconj

8m determinante njo nulo, ou seja,

_ Gln i) = {A € Mn i) | det(A) =0}

€ levando em conta que det{AB) = det{A) det(B), entdo GLp

A-

unto Gln (D) das matrizes de My (D) que

(Q) ¢ fechado para

det{A} # 0 e det{B} # 0 —= det(AB) - det(A) det(B) 3 0.
Além disso, tem-se nesse conjunto o seguinte:

{ABIC=A(BC), ¥ A,B, Ce Mn{Q)
In € GLa{DQ}, pois detiln)=1




Se A ¢ GLyp {0}, entdo A~ ! também é uma mawriz de determinante ndo

nulo uma vez que
1< detlln) - det{AA™ 1) = det(A)det{A™") — det(A~ )y #0.

Logo GLalQ} é um grupo multiplicativo (em geral ndo abeliano). E chamado
grupo linear racional de grau n.

Nota:  Analogamente se definem os grupos lineares reais e os grupos lineares

complexops, respectivamente
(GLn({R), -1 e (GLnlC), -).

] Grupos aditivos de classes de restas
Para todo m > 1, definimos a adi¢do em Zm = {0,%,...,m=-1} por 1
a+b-a+b, vabeZm,
isto no 8 5 do capitulo 1.

Nesse mesmo pardgrato,
verifica as quatro propriedades gue compdem
da grupo (Zm, <} (¥ m > 1] & chamado grupo

.

mostramos que a adigdo assim definida em Zm
a definicio de grupo abeliano. Ca-
aditivo das ciasses de restos modulo

k) Grupos multiplicativos de classes de restos
O que vimos no § 5 do capitulo 1 nog permite concluir que (2,

a multiplicagdc é dada por _
ab- ab

. ), onde

ndo é em geral um grupo. Nosso objetivo agora é mostrar que (Z1,, -} € um gru- l
po se, g somente se, m é um ndmero primo; {m > 1}.. ;
{ ==} Suponhamo_r;‘a‘ue {Z:n, .} é um grupo e que m ndo ¢ primo. Entdo
existem dois nameros naturais r e 5, ambos maiores do gue 1, de modo gque,
m = rs. Desta igualdade resulta que '
C-m=rs
o gue & absurdo pois 0¢Zm.
(<=} Tomemos r, s e Zi. Se tivéssemos 15 = O, entdo teriamos rs= 03
{mod m} o que equivale a dizer que m | rs. Como m é primo, entéo A
mly ou mls

ou seja _ _
r=0 ou s=90

0 que & impassivel. Logo Z5 etechado para a multiplicacio definida em Zm.

Dbyiamente

2ol (ablc, ¥a b ceZm e 1eZm

1T 2
f- e n 1 2 n
51 i: P in . 9= il_ j .
2 In
de Sn procede-se assim
1T ... 0 ... n 1 ...t n _
o r

Por autro lado, tomando 3 ¢ Zm & claro
mdcla, m! = 1. Isto Nos permite concluir que a ¢ i
Como o inverso de a obviamente
plicativo em Zy, .

que a ndo é moltiplo de m. Logo
uir g nversivel em Zm (ver §5 - cap. 1)
nao & nulo, entdo a admite simétrico muiti-

o T
esumo, para todo primo'm > 1, (Z%, .) € um grupe. E claro é
| . que

abeliano. Cada [Zm :' ] Chal'l"lﬂd(} gﬂjpo. multt 'as classes de resta moduy
. { , "'
lom, o que_ pre __upoe ﬂﬂtulﬂ'mﬁﬂte que m Sejﬂ pr imo . ‘

/! Grupos de permutacies
{n _.Sa'j'a E um conjunto ndo vazio. in
todas as prjegoes de E. Levando em conta o
1o de aplicagdes, podemos dizar que
) l'.(f,g} F——»fog,Vf,geS{Ei
uma lei de co icdo i
o idéntic;nfo;slcao mterr:a em S(E), associativa, com elemento neutro {a
cacdo idé e} & em relacdo 3 qual, todo el § i
vel: o simétrico de f e S(E)} & ! . aplicacdo inversa d:r?emo e SIE) & simetrzd

O grupo (SIE), © ) é chamado

diqf:.emos por S(E} o conjunto de
gue ja vimos no capituio 1 a iespei-

, . grupo das permutacd
s compe ¢oes sobre E. Tal gr 5
quando E ¢ formado por 1 ou por 2 elementos apenas {exerc?cil:)p;o ®

{t SeE=-{1,2
v 2,....n}h,n>=1 te . .
S(E) passa a ind; . tem-se um caso particular i
anélis.: . ser’ |.ndscado por Sn e denominado grupo simétricg ;emportante.
inatoria nos mostra que Sn é um grupo de ordem n! grau . A
n!,

U elemento f ¢ S, & normalmante indicado por

1 2 ... n
I_1 iz “ e i"
onde ir = f{r) {re 1 a). N
soe . N) Nesta 50 no i
plo, em S, notacdo ndo importa a ordem das coiunas. Por exem-
1 2 3 2 1 3
2 1 3/ \1 2 3

p -
ara efetuar a composicdo de dois elemgntos

fog= i p . )

- ir--. n L in




pois {f o g} {r) = fglr)) = fli) = jic Ur=1. 2,0 am)

Por exemplo, em 54

o2 3 4y 1 23 4)=(12 4)
(24 1 3 3 01 4 2 /1 2 3 4.
Ainda d.e acordo com a mesma notagdo, 5e |
2o . (PR in
f- . ) ) , entdo é claro que ™" = 5 )
iy iz --- In
Exemplos
(1) Tibuade$,
1 2 1 2 e w
" f“(' 2) ,f1=(2 ‘) o || fo T
' g6 fo
(2} Tébua deS; (1 g 2 3)
Sa={fo=C ; :;). f1=\1 3 2).‘f3£ L
1 2 3 1 2 3) fq_(1 2 3)} |
fs'(z 3 1)”"(; 1 2}’ 3 2 1
o fo & f2 fa  fa £
fo fo i B f3 f4 s
t £, fo f4 1s f; f5
f2 £, f3 o £ fs s
f 1 f3 f, s fa o
fa £, 5 £ fo fi £
fs [ fs fo fa f2 £ fo

mj  Grupos diedrais
(1} Grupos de Rotsedes

Consideremos um poligono regular de n vértices. Para facilitar as conside-
ragBes que iremos fazer, imaginemos no plane do paligono um sistemna ottogonal
de coordenadas cartesianas de maneira que sua origem segja o centro do poligo
no @ o eixo-x contanha um dos seus vértices o qual indicaremos pelo simbolo 1.
Os vértices consacutivos desse serfo indicados por 2, 3. .

- + I, raspectivamenta,
no sentido anti-hordria.

Nessas eondigSes, as rotacdes em torno da origem e no

sentido anti-hordrio
segundo o5 dngulos de

0,_2n’.’_, 2,20 . 2

o radiangs

transformam o poligono nele mesmo.
¢les e por 3 a segunda. Usando a not,
¢do de duas rotacBes (duas rotagBes o
dessas n rotagdes é

an {etalazl"‘!an-l}

Indiguemos por ¢ a primeira dessas rota-
agdo multiplicativa para indicar a composi-
onsecutivas), podemos dizer que o conjunto

Obviamente a" = e o que significa que apds efetuarmos n rotacdes de dngulo %’[

o poligono volta & sua pésicﬁo inicial. Além disso

a™leg, a2 _
€ também ¢ evidente que a'a®- a"* ¥ o que tem como conseqiiéncia que R, ¢ fe-
chado em relacio & composicdo de rotacBes consideradas. E claro que vale a
propriedade associativa: :

a{a%a%) = af{at* 1) g7 5+ t) alrt skt

Por autro lado, como afan-r
oBes, da a'.

ar'l- H at = 1a'a‘) at'
=e entio a" " é g simétrico, na composicdo de rota-

Assim Rp, é um grupo cujo elemento neutro é

e {poligono na posico inicial).
R, & chamado grupo dss rotagdss médulo n.

Exemplo:
3 .
a .
2 I e n-1 -2
n n n-3
} n-1 —1 n =i
n-2 n-5




(1) Grupos diedrais (i) ab=ba""" pois

or b 3 reflexiio em torno da eixo-x, conforme esté indicado a'b=(aa...alb=(aa... a(ab}=a" " {ba"" )= (a7 Mp)a" 1< . .
fi lndlq::lms ‘? ' os entSo b? = e (mantendo a notagio do exemplo (I} aci- *-trl’/ (r W Tt
na figura abaixo. Tem =
ma). Seja Dyn © seguinte conjunto: , Y BT TR )
D:n= {E;aa-'-fan-lcbtmf""ban- } ™ “-'I"’-"// .

~ . . 2 b.
j 30 as rotaches de Rn e, ainda, estas seguidas da refiexao
cujos elementos 5ao GO Gomo orém

b am rar'a _‘an,rgér=e
3 e T— n-1 entdo a™ " é o simétrico, na composicio de rotacSes, de a'. Donde
2 n : -r n-r
a =a
. . " Logo a'b= ba"" "= ha"- ",
} 1 T R e .
{iii} O conjunto D, p é fechado em retacio & composicdo pois, por examplo
; | 2 (ba') {ba®) - ba"bla® - biba"~Mla < bZanr*s. gletst-r  py
< _ 2 Mais precisamente, (ba'} (ba®) é uma rotagio. Fica como exercicio a verificagio

de que a"{ba®) ndo é uma rotagdo.

{iv] Para todo elemento de Dan existe um simétrico em relagio 3 com-
posicio, dentro do préprio conjuntc Dan. De fato.

Se o alemento considerado & de Rp J4 sabemos que isso & verdada.

Caso contrdrio, basta observar que

{ba"} (ba"} = b{a"b}a" = biba"" ") a' - b%3" . gg- g
U seja, o simétrico de cada ba' é o praprio ba®, com r=0,1,...,n-1ea’-g
por definigdo.

Notemos que: N
{i} ab=ba""!, conforme mostram as figuras a seguir

Ceey
L

@ \f

-

Conclusfo: O conjunto Dsn @ um g'upo que se denomina Grugo Dis-
dral de ordem 2n. C .

Exemplo: Grupo diedral Dy




Além disso, é de demonstragao quase imediata, como verernos, a proprie-
dade a seguir. :

(f} Sea beG, entioa equacio a ¥ x- b, onde x & varidvel em G, admi-
te ums Uinica solucdo am G, & ssber a’ % b,
Como
, _ a%(@ % bl={aka)kb=gsb-p

ento &' # b ¢ solucio. Por outro laglo, 56 Xg € solugio da equacio, segue deste
fato que a % x5 = b é uma igualdade verdadeira. Dar

Xo=@ k Xo=(a"*% 8) £ Xg=a" # (3 xx)-2" % b.
6. SUBGRUPOS
Tabua de D -
; Definigiio 3: Seja (G, * ) um grupo. Dizemos que um subconjunto*
e a a b ba ba ndo vazio H C G.é um subgrupo de G se, @ somente sa,
s s & b ba ba® ] ) ¥YabeH— asbeH (isto é, H € fechado para a lei ds compoasi-
a 2 a2 e paZ . b ba : ¢lic interna de G);
S . ba  bal b - {i)  (H, £ ) também é um grupo.. (Aqui a lei de composicio & a mesma
a ‘:) ba b’ . o a2 d¢ G, s6 que restrita a H.) :
b )
ba® b @ e a . ) . =
ba | ba s 4 Propasiclo 1: Seja (G, *) um grupo. Para que um subconjunto nio va-
ba> [ ba® b ba ] a s zio H C G sejs um subgrupo de G é necassirio e suficiente que
3 : (e blla,beH— g¥pe H)
Note que, por exemplo, : '

(ba) (ba®) - blabja? < b(ba®)a? = ba* - a. onde b é o simétrico de b.
» vacdo (i) feita atrds. Demonstragdo: | == } Indiquemos por e o elemento neutro de (G, * |
Usanda & obssriacs : € POr on 0 elemento neutro de (H, % 4. Como
6. PROPRIEDADES IMEDIATAS DE UM GRUPO _ 4o comd O % &, =ep=e, k@
Seja (G, %) um grupo. As propriedades que jd provamos.sobre leis de comy # todo elemento de G & regular em relacdo d lei considerada, tiramos dai que
posicdo internas nos garantem que: eh=8.

Tomemos agora um elemanto be H o indiquemos por b’ @ por by, os simé-
de b respectivamente no grupo G e no grupo H. Como porém

bp* b=ep,-eb % b
%oncluimos que b, = b". Dai

fa) o alemento neutro de (G, ¥ ) é anico; ' | trico
(b) existe um Onico simétrico para cada elemento a € G_‘ .. 3
(c) indicando por x' o simétrico de um elemento genérico x € G:
{¥a bl {a.beG —= (a% b)«{b *2a)
Por induclio:
{ Va-“ ey !n”ﬂh .
. 3 "' }
{d) (YallaeG=— {a)=2 _
(8} todo slemento de G ¢ regular em relagio 4 lai {(x, y} F—=x % y.

3, beH == a%beH = axbeH
==} Como H # ¢, existe Xo € H. Entdo a hipdtese nos assegura que
o % X5 = o ¢ H. :

Dado b € H, usando a hipétese & a conclusio anterior de que e ¢ H, temos
exb'ab eH.

‘_ | B _

., ane G = (ak .. .%ap) =ah% ... %3],




Sejam agora a, b € H. Devido 3o que acabamos de deduzir podemos afirmar
que b’ e H. Dai
axbY=axbeH
em conseqidncia de nossa hipbtese. Loge H é fachado pars a lei de composicio

interna de G. Por Gltimo, sendo a, b, € & H, temos:
a,bceH= 8bceG=—> (axb)*cea * (b * ¢}

o que mastra, juntamente com o fechamento de H, a associatividade da lei de
composicdo {x, y} —=x xy emH. =

Exemplos
(il Consideremos o grupo multiplicativo dos reais: (R* .). Mostremos

que H= {x e R | x> 0} é um subgrupo de R* Da fato:
abeH==1(aclRea > 0} e belReb > 0) =
e b-' eReb !> 0)—> ab™ ¢R e ab™ >0 = ab™ € H.
lil Consideramos o grupo aditivo dos reais: (R, +). O conjunto Z

inteiros é subgrupo de IR porque obviamente
g beZ — a+{-bl-a-bel '
4

(ecReb > 0)

Nots: Todo grupo G cujo elemento neutro indicamos por e admite pelo me-

nos dois subgrupos: G 8 {e}. A verificagio de que estes dois subconjuntos E
de N

G sdo subgrupos 8 imediata. Tais subgrupos s30 chamados subgrupos triviais

F

EXERCICIOS

Mostrar que o conjunto E= fa+b- /2 € R*la.be 0} éum grupe multipticat

1.
tiano.
2 —x 3
2 Mostrar que | R, A} é um grupo absliane, guanda A& definida por x Dy= ¥ x* + g”_}
3 Considersmos o conjunto dos nomeros reais R munido da operacéo % definide 1
x % y= x+ y-3. Mostrar que { R, * | § um grupo comutativo. s
4. Varifigus se Z xZ & grupo em relagio 5 alguma das seguintes leis:

al (a.b)xic.d1=la+c,b+d}.s
bl la, BY.le, di=ta.c, bad) .

Lome :

7.

10,

1.

2.

Sejam A um conj 7 : ’
junto ndo vazio s HA © conj
a [T Ll junto i
mjr;‘sfuma a:rgao & Uma “multiplicagio’ am RA ”‘:'::E'_“E?cﬁ_ﬁﬁ} o A em R. Dafin:
+BERA gl Ixteflx)e gix), ¥ x € A i _f’f‘fq—m{_ li
i -
) eg) Ix)=fix) ogix), ¥ x e A, |
ostre que { RA,+) & ‘
grupo. Por que lH‘_\. -1 nio 8 grupo, em geral? AN
Mostrar que o conj _— ‘ -
unto das fungSes f : | is que ; o,
& um grupo para a COMmpOsican de fum;ﬁa:l " s ax b coma # >
g OB AT e

Sendo :
E # 9, mostrar que ( #FE), A € um grupa, ST ¢ v
Nota: a operacso A & atsim definida: -

P n

xBy=txUyl-(x N y) L
" s " - =
Sejam (G, *) & (3, Al grupos quaisquer, Mos ro S
em velagio 4 lai assim definida: . tre que G x d tem estruturs gé gt:’upok-.
{ il ' e r i
VLU Y el k x, yAy), ¥x,x'eG 8 Yv.ved N |
Most 7 !
. Far que 30 hé um modelo de tibua paca grupos de %rdem 2 NA A
mﬂ: Gm {.' E}, mostrar gquea ka=g i ......._’f_h ¢ .- sl o
R P e

i} ' el .
&Dsu-a: que ;" ':(5 um modelo de tibua para grupos de ardem 2, ‘ cT
gestia: | = a., a, b }, mostrar que @ ¥ b= e e lambrar que RIG) = G

Mostrar gue cads uma d
as tdbuas abaixo gefi
to E= {o, 8,b, ¢} ums estrutura de oy ne uma operacdo que confere ag conjun-

[ I
s a b | e . . N -
& e a b [ e i a b ¢
a a e | e lm a{a N P b
b b | ¢ e | a b{ b c . .
[ c b a ) c i_l b . a

lgrupo de Klein}
tarupo ciclica de ordem 4)

Se Ga 8.8 b, cré m m T,
{ M, } g4 gﬂ.!po -1 rllagao é ope ACH0 dada ‘atﬁla abaixﬂ COmplﬂﬂ'ﬂ.
£l !

-} _a b C
e L4 a b e
alalvic |
b b L o ~
] C e a ,t\/;)




Y

; folzetlizl=1]), ge e, -)

| 9 la+by/2 la,beQ), de (R, «

hi {avba/Z eR* [a,bea), de iR, .
, ) {a+b¥2 le,beql, de(m, +)

I {a+bJ2 eR la,bea) gs i, o

Sejam os aplicacdes ;. Fp, Fa, F4 de R’? om R’ definides da seguints maneira:
Fyix, y)= b, vl Faix, vl= {-x, v} Faix, )= {x,-y) & Falx, yh= {-x,-v}h

Se G= {Fy. F1. F3, F4 }, mostrar que |G, O) é um grupo. Obter F € G tal que
F10F20F0F3=F;1. :

13.

14.  Construir a tdbua do grupo das rotagdes Ra. . ,
' cos & 580 8
- sena Cos a
grupo do grupo multiplicativo das matrizes reais ¢ in

25. Mostrer que as matrizes do tipo (

15. Construir a tdbua do grupo das rotagdes Rg. )
s &Om & €R, constituem u
4 m $ub-

16. Construir a tabua do grupe diedral de ardemn 8. versiveis, do tipo 2 x 2.

26, q do P ) €R 5}
. 1l b £ nao
N‘os‘tl’ar Ue 85 Matrizes tipo com nuwlos slmu]tﬂﬂeﬂn‘l’n—

17. Construir 3 tdbua do grupo diedral de ardem 10.°
te. constituem um subgrupo do grupo linear GLa LR},

Iy e 27
; S

738.) Construir 8 tibua de um grupo G= {e, a, b, c. d. f }. de ordem 6, sabando que:

. n
O conjunto R", ¥ ¢ Z,n 2 1, ¢ definido assim: IR = {'(al

I. G & abaliano;
. o nautro é &
fll. a#*f=bkd=-#

aliaemr}
arupo em relagio & “adicgo”,
.anl+ tb],bz...-,bnl = 'lal-'-bl,..

gl Mosire que B" tem uma sstrutura de

lag, ag,...
) 'al'l+bn’

V. akd=bkc=f b Veris X .
V. akc=bkb=d ] . 'que se s30 subgrupos de [ IR™, +):
VI, ckd-e - 1=l apie RO faye. . e gp-0)
- H:={(a|,...,gn].e Hnlalez}
18. Sejam G um grupo multiplicativo e a, b, ¢ elempntos de G. Provar que labcl ) Hy = {is n
ool € RMar 22 5 ... 34, )
. nt.

=¢ g 'a !, Obter x € G tal que abe x b=c.

20. Moswrar que 56 x & elemanto de um grupo multiplicativo e xx = x, entiio x € o sing 28 Seja G um grupo finito. Mostre que H C G H

mente Neutro. g 4 BEH == a3 wpeHn,. ) 9. 6 3ubgrupo de G se, 6 somente se
21.  Sa G & um grupo multiplicativo e xx = 1:¥ x € G, entio G & abelianc. . 29, . Determinal :

g N H x___' T todos o5 subgrupos do grupa aditive 24,
Sugestfo:  lxy)" =1
tray e t& G 6 um grupo multipiicativo e s o conjunto G & finite & com :30.. Lo
Maostrar qu grupo N SenaE_-_{e.a.b,c.d,f}mu“;dadao = )
- : peragio () dada pela seguinte tébua:

(1 & o elemento neutro}
gestho: G=A LB, A= {xeg|x#x'}e B=ix€G|x=x"}

se & operagio % satisfaz as duas leis do cancelamenta, sntio (G, % ) € um grupo.

Verifique 58 sdo subgrupos:

al {xe@lx> o}, del@).)

oy (1220 | e z), deta”, )
i 1+2n

cl {c:os3+isen5 |3EO}, da (C", )
dl {0,22,%4,.. .}, detZ.+)
el {0, £2,£4,.. .}, de grupo 1@~ {1}, ® bonde * esta definida como

X# y=x+ YKy

ngmero par de elementos, entdo existe um elemento x 7 1 em G tal que x = x™'§

Seja G um conjunto finito @ munido de Uma operacdo % que ¢ associativa. Mostrar qf

o
v 27) Obter os subgrupos de E com ordem; 2 ou 3.

A

o[.]. s [.

i

< c d f 8 a b
d d f

R

f f [] a b ¢ '\d

L a | b c

d
1 } A mitinde a roprisdade associativa mostrar que [E & um gri O Co. ti
prop Fl [+ [ . @’ gru THItativo.

\
¢

- Iy

£dun e
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Q. " Seja E= {8, a,b, ¢, d, ¥ } rmunido da operacio A dada pela seguinta tébua:
;
-

fa 8 a b|.c d f
e e | aj b cf d]| f
a a b . f ¢ d
b | b el s d | F | ¢
e e d f & a b
d d | ftjc| b |8 | s
+ f c d a b ®

19} Admitindo a propriedade associativa, provsr que {E, A} é um grupo néo comutative
2°)  Obter os subgrupcs de E com ordem 2 ou 3.

32. Mostragque HC Z 4§ i‘ubq}rl.lpo do grupo aditivo & se, & somente se, 3 m € H de
modo que H={km |k €Z}.

Nots:  Indicase por mZ o subgrupo {km | k €2}, Assim : .
2Z={-2)2= {0.22, %4, ...}, 3z-1-312-{0.£3,26,...} é

33, Provar que se Hy e Hy s3o subgrupos de um grupo G, entdc H; {1 Hz é um subgrupo
de G.
4

34... Provar que s2 Hy a Hy o subgrupos de um grupo G, entiio Hy U Hy é subgrupo de |
G se, e somente sa, Hy T Hy ou H; 2 Hj. 1

35.  Seje G um grupo @ a um slemanto de G, Provar que Niaj« {x € G | ax= xa} & um subgrupo§
de G. 3

§ 20— HOMOMORFISMOS E ISOMORFISMOS
1. HOMOMORFISMOS

né‘o. pode ser ignorada, emp
oonj.untos as estruturas de gr
particular, para a teoria dos
¢Bes no sentido que o diagra

Ou saja

fix % y) = fix) A fly). ¥ x, y e G.

Isso significa
que guando se toma um r
:? ;'.'l} mesmo elemento de J quer se ache f(x D: b
Y1} € JxJ & com elg se calcule f{x) A fly).
Essa idéia pode ser visualizada tambg
{x, y}

y) qualguer em GxG, obtém-
¥), quer se considere o par {f(x)

™ NO seguinte diagrama
—————— X &y

{fix}, fy}) —— flx) A fiy) » fix % y)

Péfiniﬁo 4: 'Dados dois grupos (G, % ) ¢ {4
O Jdum hemomorfismo de Gem, s
U 1 ( V.a. beG)(fa % b)- fla} A fb)).
So omomorfismo do upo G n

it‘-'tora'] 'G-——-n-.l € um homomarfi

h

o ¢ A}, dizemnos que uma aplica-

e, & Somante 38,

ele [;rdprio ¢ chamado endomorfismo de G
- SO de grupos inj '
éntio f recebe o nome de monomosfi { ris:ne f;:;:mﬁ:r 'Gmbm-

| : s eleml




Exemplos
1) A aplicaggio f : Z——C" dada por f{m) = im VY meZ éum
homomestismo de (Z,+) em {€*, .} pois
(¥ m, ne?2) (fim+n}= im+ A min - f{m). $n))
Observemos que f ndo é nem um monomorfismo {por exemplo, £(0) = 1{4} - f(8}=

..=1) & nem epimorfismo (o conjunto imagem de f se reduz aos elementos :

1,-1, i,-ik

2) f:R"—R, dada por H{x} = logix}, ¥ x € R} , ¢ um homomortis- :

mo de (R}, .) em (IR,+) uma vez gque
{¥abeR) (tiabl= log{ab) = log{al + logib) = f(a) + flb)).
Observemos que f é tanto monomorfisme como epimorfismo porque a fungiio
logaritmo € tanto injetora como sobrejetora.
3} f:C —IR; dada por f{z) - |zl é um epimorfismo. De fato:
(% 25,23 € €'} (Flzizg) = | 2312 ] = |z} | 24 | = (24 )8{22 ).

Além disso, como para todo ¢ € R, | ¢/ = ¢, podemos afirmar que % é sobrejetora. |

2. PROPOSICOES SOBRE HOMOMORFISMOS

Nas proposicles que provaremos a seguir usaremos a notagdo multiplicati-
va para indicar as leis de composicio internas dos grupos que estario em jogo.

Nosso objetivo com isso & o de simplificar as notagdes apenas.

Sejam (G, -) & {J, .} dois grupos cujos elementos neutros indicaremos por

e e u, raspectivamente, e f : G ——-J um homomorfismo.

Proposigio 21 fle)=u

Demonstracso:  uf(e} = Tle) - flee) = Tle)fle)
T 1

u -{f{el
{pois todo elemento de um grupo & regular). .

TN

Proposiclo 3:
Demonstragdo:

(¥ aeG) (fa~") = (Fla}) " 1),

-1
tla) (f(a)} ™ = u=f{o) = f(aa !}« fla}f{a~!)

{fa)-1 i fla™'}
{Mesmo motivo da proposicdo 2). -
Pro = .
posicBo 4 SeHdum sutbgrupo de G, entdo f(H) é um subgrupo de J

Demonstragsio: i
} ns 7 Lembremos de infcio que £{H) « {fix) IxeH}
a oeHmf{e}-uef{H}=»f{H}=ﬁ¢ .

f

bl c,d e f(H). — (. 3 :
~ Ho(b=1) « flab-1), Como sre1 s v CoT@) 8 d= flbl) = ™1 < fla)itib))

No& | € H, pois H é subgrupo de G, entjo cd~le f(H). m
- A proposicio que acabam
homomorfismo da P transfn:bs de provar pode assim ser interpratada: um

. orma os subgrupos de
Em Pgrticular Imi(f) é um subgrupo de J. % G om subgrupos de J.

cer Proposiclio 5:  Sejam (G, .), (4,.) ¢ i,.
" 9 d e——a L, homomortfismos de oruy,
m homomorfimp de grupos.

} grupos quaisquer, f: G —a
: J
pos. Entfogof: G ——---L‘ também ¢




Demonstragdo: (¥a, b € G){(g o f)(ab) ~ gf(ab)) = glf{alf{b}) = glf{al)glilb]}=

= [gofllaligofiib)). @

Corolérios
t) Se f & g sio monomorfismos, entdo gof também o é.

Demonstragdo: Basta lembrar que a composta de duas aplicagdes injetoras '

também 4 uma aplicagdo injetora. ®
Ii} Se f e g sio epimorfismos, antdo got também o é.
Demonstragéo: imediata.

3. NUCLEO DE UM HOMDMORFISMO

Defini¢io 5: Sejam (G, * ] e (J, A} grupos e f : G ——=J um homomor-
fismo. Chama-se ndcleo de f e denota-se por Nif) ou Kerif) o seguinte subcon- |

juntc de G:
N{f}~ {x € G | Hx) = u},

onde u indica o elemento neutro de J.

Exemplos
1) Achemos o nucles do homomorfismo f :Z ——C dado por f(m}=i™.
_ Nifl={meZ|iM=1]} = {0,+4,8,...}
2} O nicleo do homomorfismo f : R — IRt dado por f{x) = loglx) @
Nif) = {x ¢ R’ log{x)=01}= 11l
3) Determinemos o nicleo de f : C*——=MR definido por f2)= |z},
Nif) = (ze€ 1 12]=1}= {x+vieC|x*«y* =1}

Loge o nicleo de f neste caso é o conjunto dos nimeros complexos cujos afixos,
num plano complexo, formam a circunferéncia de raio unitdric e centro.na ori-

gem.

v

NIf)

Proposicao 6:  Seja f : G —« J um homomorfisme de grupos. Entdo:

a) N(f) é um subgrupo de G; b} f é um manomorfismo se, a somente se Nif} = {g }
(e = el. nsutro de G}. '

Demonstrapdo: (a) Como fle) = u, entdo e ¢ N{f) o que mostra qus N{f} #
# ¢. Por outro lado, s& a, b e N{f), entdo f{a} = f{b) = u. Donde

flab™!) = fladflb™ '} = F{a){ftb}} ' = u ! - u.
Isto nos garante que ab™ ! € N{f).

{b) {==) a e N{f) == fia} = u = fle). Como f é injetora, entdo a= &

{ — } wa, beG,fla)=flb) = fla){fib)) '-u —= flab)-u=
= ab”' eNif)= e} — ab™'-e — a=b. =

Exemplo

N Podemos coneluir, com base na proposigac anterior, gue dos trés axemplos
i4 dados de homomorfismos de grupos & monomorfismo apenas o segundo, cu
seja, a fungdo logaritmo.

4. ISOMORFISMOS DE GRUPOS

Consideremos os grupos G = {1, -1} {multiplicativo} e J = 8 = { U= (1 2)
v= (1 2)} . Observando as tdbuas '

2 1
111 ol ol o
A REEE al ol
fr | vl vl

verificamos que, salvo o “nome’” dos elementos e das operagdés em jogo, G e
J comportam-se como se fossern o mesmo grupo. ‘
Algebricamente esse fato se traduz pela existéncia de uma bijeciio f: G —»J
dada por f(1)=u e f{-1)=v que é também um homomortismo de grupos pois
17121 I+ u=uouy
T.o-1=-1 p— o v=uov
-1).(-1)=1 }——» u=vovy

A~ .




A -aplicagdo f, digamos, simplesmente troca os “‘nomes” dos elementos do grupo
G: o 1 passa 8 se chamer u ¢ o -1 passa a se chamar v. Podemos considerar 0s
grupos &m guestio como indistintos sob o ponto de vista algébrico. Posterior-
mente veremos gue todos os grupos de ordem 2 podem ser considerados indis-
tintos segundo as consideraces anteriores. *

Da idéia que acabamos de esbogar surge a definiclo a seguir.

Definigio 6: Sejam (G, * ) e (J, A) grupos genéricos. Dizemos gue uma
. aplicagdo f:G — J éum isomorfismo do grupo G no grupo J se, e somente se,
a} f é bijetora;
b} f & um homomorfismo de grupos.
Sa G = J, um isomorfismo f: G —» G chama-se automorfismo de G,
Exemplo ;
A fungiio f: ¥ — R dada por f{x) = log{x}, ¥ x ¢ R, é hamomorfismo, i
conforme j4 foi provado, e € bijetora. Logo é um isomortismo de (R],.)em (R,+. .}

Nots: € claro que todas as proposicBes ja provadas para homomorfismos tam-
bém vaiem para isomorfismes. A proposicio a seguir é especitica dos isomorfismos.

Proposigio 7:  Se f é um isomorfismo do grupo G no grupo J, entéo
§-1 & um isomorfismo do grupo J no grupo G.

Demonstragio: Faremos 8 demonstragio usando a notagdo multiplicativa ~
para indicar as leis de composicdo, tanto de G como de J, 0 que ndo acarreta
nenhuma perda de generalidade. :

Como f é bijetora, entio f~ ' também é bijetora, conforme ja provamos .
no capitulo anterior.

" Sefam y; = fix;) € J € yz = Hxa) € J. Temos: ‘
£ 1 (yy L ya) = £ U0 ) Flxg ) £ {6 xg ) = XX = £ yg) F s ) @

i
Notas: 1) Quando existe um isomorfismo f: G ——=J, tambérm existe um iso- ;
morfismo de J em G que é a aplicacio f~ 1, Por isso dizemos, nesse caso, que
G e J sdo grupos isomorfos. O isomorfismo ! & chamado isomorfismo inveti
de f. Notagso para grupos isomorfos: G =~ J. s

2} Se x— fix} é um isomorfismo do grupo G no grupo J, muitas ve-

zes nao se faz distingdo entre o grupo G e 0 grupo J, identificando cada X € G’
com f(x) e 4, de acordo com a idéia esbocada no inicio deste item.

* Mas isso ndo 6 geral: hé grupos de ordem 4, por exempla, que como veremos depois, nio
podem ser considerados “indistintos". _

el Al n e B - L

5. GRUPOS DE TRANSLACOES v

(EXEMPLO IMPORTANTE DE {SOMORFISMOQ}

Definico 7: Seja (G, .) um ;

3 grupo (aqui também a notagio multiplicat]
f apenas uma (_|u_estao de simplicidade de linguagem). Para cada :5 G Ultlpllﬂmﬂﬂ'ﬂ
d esquerda definida por a é a aplicagdo ¢ G adranch

y 0g: G ——= G dada por Sixk=ax, ¥xeG
. ;veja TI(G) o ef:njunto das transtagdes & esquerda definidas em G.* Como
== X=Y, & claro que toda transla¢iio é uma aplicacdo injetora. Por outro

Fl
L Q F4 t lt q qu

lagdo é necessariamente scbrej -
A, ejetora. Donde T(G} C S{(G) {conjunto das permutacies

Proposigio 8:  T(G) é um subgrupo de S(G).
Demonstragéo:  Notemos primairo que, para todo a € G:
{84-1 08,) (x)=§,-1lax) = 2~ {ax) « x
8 (8,08,-1) (x}-x, ¥ x¢G {mesma dedugdo). Isto significa gue
6! =%,-1 , MaeG.
Por outro lado, ¥ a, b ¢ G:
Bg08,) {x}- 8 (bx) = afbx) = {ab)x = S.500, ¥xeG.
Logo 6,08y, =8,,. Daf '

840 {Bbl-‘l_- 8a08p-1=8,4-1 , ¥a,beG
0 que & suficiente para concluirmos que T{G) § um subgrupao de S{G}

O teorema a seguir nos fornece um exampio importante de isomorfismo
Teorema 1 {Cayley): .

Todo gr i .
¢80 ar—»8,, Y oeG. grupo G ¢é isomorfo a T(G) mediante a aplica-

Demonstragdo:  Indiquemos por f: G —— T(G) a aplicaggo definida no

&unciado. Logo f(al = 85, Va € G.

h ¥YabeG, _
fla}» fib} == §,=8, = §,(x}=8,(x), ¥x e G =— ax=bx, ¥xeG

=== g=h.

Logo f & injetora.

Analogamente, se poderia definir translaces & diraita: Tolx)=xa, x€ G
e . .



|~ eH

I} E imediate que f é sobrejetora. ' ¢
) ¥a beG, flabl=8ap=08a08p=falof(b). =

i for-
Nota: O teorema acima significa que, dado urg gn:pt;(} existtn: L;:'::::’::D o
- icach a distingue de G, algebricamen .
mado de aplicagbes qus nao se fistingue | .
altimo constitui um “modsto” ou “realizacio concreta de G

Exemplo: Um grupo G = {e, a, b}, de ordem 3, obedece & $eguinte tdbua
{ver exercicio 10}:

e a b
@ e a b
a a b e
b e a

Um modeio deste grupo, obtido através do teorema de Cayley, é formado pe-
las seguintas aplicages

= ¢p—=be=b
e —wmee=80 — LR ol v

Bg: {ap—nea-2a 6,48 p—waa=h bid d b—
) bp—eb=b b p—— ab= & b{-— bb= 2

que constituem o grupo T{G} = (84, Ba. by, } cuja tébua é
8] Be Ba ab

5 |6 8a b
5a [ 82 bbb Do
6 |5 be Ba

'i'al 1dbua foi obtida pela composicdo dos elementos de T(G} entre si. Vejamos
como se fez para campor $a com db.

{8a 0 5b) (8) = batdple)) = Salb) =€

(60 0 66) (a) = 8a{Bplal} = Dale) = a

[53 9] ﬁh) {b} a{ﬁb(b” a :
Logo daC ab = as acome damos ao leitor a comparacac da tdbua de G com a
g a . R nam .

TG

6. PRODUTOS DIRETOS (EXTERNOS) DE GRUPOS: NOCGES

Consideremos dois grupos (G, .) e {J, .) (a razéio da notagdo multiplicativa
€ a mesma de sempre). Indiquemos pelo simbolo 1 o elemento neutro, tantg o
de G como o de J. Nessas condigdes o conjunto GxJ € também um grupo multi-
plicative, considerando sobre elg g seguinte lei de composicio interna;’
{a, b) (a", b’) = (a2’, bb'}
¥b,b' € J. De fato.

A verificacdo da propriedade associativs & imediata. O par (1, 1) & o gle-
mento neutro dessz lei. Dado (a, b) € GxJ, como

fa, bl a™, b7 )= (a"l, b™!) {a, b}a {1, 1)
entdo (a, b}™! = (a~!, b1,

Ya,a'e€G s

Definigio 8: O grupo GxJ das eonsideracGes anteriores é chamado pro-
duto direto {externo} dos grupos G e J. *

Proposigao 9: Consideremos o produto Gx.J de dois grupos G e J, confor-
me as consideragdes anteriores. Entdo:

8 Gx {1} {tx, M IxeG}e {1)xd={{1,y) v €J} sio subgrupos de
GxJ

blG=Gx{1}e J==[1}x)
Demonstracéo
a} Dados (a, 1), tb, 1) ¢ Gx {1}, temos
(a, THb, 117! = fa, 1)b™", D)= (ab™, 1} ¢ Gx {1}
Logo Gx [1}¢ subgrupo de GxJ. De maneira andloga se procede com relagdo a {1 }xJ.
b) Seja f: G ~— Gx {1 }dada por fix) = [x, 1), ¥ x ¢ G. Entdo:
(i) flxy) = (xy, 1] = {x. Wy, 1) = fx)fly), ¥ x, yeG

(i) MA={xeGllx, 1)=11,
injetora.

1)}, Loge N{f) = {1}o que significa que f é

{iii) € evidente que f & sobrejetora: dado {x, 1) ¢ Gx 11}, entdo ix, 1)
¢ imagem do elemento x € G, mediante a aplicagdo f.

Que J = {1} xJ se verifica de modo semelhante. = _

Nota: A proposicio anterior nos permite enxergar G e J como subgrupos de
GxJ. Naturalmente “identificando” G cam Gx 11} e Jeom {13xl.

———
*

Dados grupos G e J, sempre que nos raferirm.

03 a0 grupo GxJ, sem nenhuma outra
Mencio, trata-se do produto direto aqui definido.

e —————————————————



Solugio 1

Construfmos a tdbua de IZ4, +} e, om saguida, fazemos a tdbua de (G, } substituindo
cada elemento de Z4 pela sua imagem no isomorfismo .

EXERCICIOS

@ Verificar am cada caso, se f é um homomarfismo . o + 13l 3 3 T.T - -
ST 49) g g——Z deda por $(x) = kx, sendo Z o grupo aditivo dos inteiros 8 k um AR 3 =
aGmera intelra dado. . ) 513 S il e |e| a b -
29 & RL——R"dada por fix}= | x | , sendo "o grupo multiplicative dos resit 2|23 | o 2 alalb| c] a
49 f:R—— R dada por flx)= x+ 1, onde R é 0 grupo adithvo dae rest. s 3jo0 1 b|lbic | e
4%  f: Z— ZxZ: dadas por flx}= [x, 0), onde Z & ZxZ denctam GTU?O‘ aditivos. 0 1 2 cef{c|e a b
59) f .Zx¥ — Z, dada por fix, y}= x, onde L 8 IxT sio grupos‘adhwos. : )
6%  :2Z —— R, dada por flx)= 2", onde Z ¢ grupo aditivo ¢ R, é grupo multipli- a“=a.a=b
tive. : - -
. e b3={b l)3=b3=b20b=ﬂ'-b-b
! : ini i fcic anverior.
3;\ Determinar 08 homomorfismos injetores & o8 sobrejetores do @xercicic -. Solucio 2
=, Deta ¢ hemomoarfismo do exerciclo 36. o _
3,;\ rminar o niiclao em cada _ ;a]} e=f(0) ¢ o elementa neutre de G, portanto, e x= x= x. ¢, ¥ x € G.
o~ : ; %) Devido & . b -1 )
‘49,  Seia f: ZxZ ——» ZxZ definida por flx, y)=x -v, 0}. Provar que f & um homomor- | _:" c{’f _p"?l:“ﬂdaﬂf € _xl Flxl" ", Temos:
“.. -/ fismo do grepo aditivo Z#E em si proprio. Obter N{f). -'- a = ih o fl-11=fl3)= ¢
: ) etambémb '=bh e ¢ '=a
'_./_'. § } o . i o .
L 4;\] Das aplicacBes abaixo algumes sio endomorfismas do grupo multiplicstivo dos conv 3%)  Come todo elemento de G é reguiar e distinto dos outros trés, vem:
- plexos. Descubra guais a detsrmine o nicleo destas: 2eb=beamc, bucecobog 5.ae¢ & c.omh
1 RS
oz 2 VI oz _ )
: + 4. Construir a tébu -/ . .
oz izl Vb z -2 T aatve M= 1 iy ?e-iu}m 9rupo G = Le, 8."b, ¢ Jqua sefa isomorfo a0 grupo multipti-
i 2z Vi) 2 —e2
1 . 47, -
W)z . : PG;OZG{%u% o grupo Gy #i “{a. b}) com & operagio diferanca simétrica 8 o grupo
) «3. 5. 7 jcom & operagio de muitiplicagdo mddulo 8 sio isomiorfas. P
- ) m |
@ Dedo o homomorfismo f: & —— € dedo por fiml=i", ¥ m €Z. ache (22} 8 1(3Z). _ t 8. Mostre que o grupo de Kisin & 6 grupo cictico de ordem 4 ndo sio isomarfos.
) : 'y ’ Sugestdo: Tomar um homomorfisma { z .
@2\ Sejam G e J grupos mu!tiflicativ?, f & um homoaj.norfismu de G em J e Hum sr:.::”‘ . _ * mo 1 o mostrar que f ndo ¢ bijetora.
- = H }& um subgrupo de G. Considarando ' 49 M
) grupo de J. Mostre que f (H1= 1x €G o) eH otre Gue para UM gripo com 4 slsrment ‘
o homomorfismo da exercicia anterior o que & t (¢ 1,-117 tdbuas distintas. ntos é possivel construir duas, 8 apenas duss,
J Sejam G um grupo multiplicativo comutative @ 1 um nimaro inteira positivo. Sugmstio: G= {s.a,b.c} & noter que @ * b=4g ou c.
icaca = ismo de G am si mesmo. ’ .
Maostrar qua & aplicacso f(x}=x" 6 um homomort -50.  Sabendo que G= {e, 2, b, ¢ ;
= v B My Ly, d, f [T . N
) Definicdo: x° = 8 (elemento neutrol @ XM = X, X. ...  {n fatores). pade-se: }& um grupo multipiicativo isomorfa do grupo Z5.+),
] . -1 a} construir uma téb .
~ ) i , 1 § — G dafinida por fixh=x abua para G;
/ﬁ Prove que um:rrfl::ﬂooﬁ & sbeliano se, 8 somente & b} calealar az, it .c_z:
u & um humow . . c) obter x € G taf que dxfa a—l,
: & © T 2, b), l§ ¢} }& um isomorfismo do gripo 24,4t 00 _5
" 45. A aplicagdo f= {10, o), 1. a). 12, y -3 ; ~3%  Mostre que f: Z —— 22 = { +
. . . b~ ¥; daterminar x € G tal qu® . q 0,+2, %4, .1 ga4 -
3 gruno {G, +). Construir & tébua de G; calcutar 87 & : isomorfismo de (2.4} em (2Z,+). } dads por fiml=2m, ¥ me 2z, 6 um
T axht =
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§2. 1) Sejea€R’, a7 1. Mostra que G~ {a"In €2} é um subgrupo de [ﬂ:, -h
Il Mostre gue n —— a" define um isomorfisma de (Z,+) am |G, 1

53. Provar que 8 fungso 'expalnencial fixt=a": com 0 <a # 1, & um isomorfisma do grupo
aditivo R no grupo multiplicativo R, Qual € o isomorfismo inverso?

B4. Mostre G= {2™3" Im, n €z} e J={m+nilmn € Z } sio subgrupos de [R:. la
de (C,+), respectivemente, a qua sfo isomorfos.

Gﬁ ) Determirar todos o8 sutomorfismas do grupa de Klain.

&6. Indicanda com AutiG) o conjunto de todos o8 automorfismos de um grupo G, mos-

trar que [AutiG),01 é um grupo.

3 ceQ” deformaquehixl=cx, ¥x€Q

Seja a um elemento fixo do grupo G. Prove que f: G —= G definida por
fix}= axa~l & um isomarfismo.

9. Mostre gue ha péla menos dois endomorfismo em cada grupc e a0 MEROS UM isarnorfis-
mo. :

Dados os grupes (G. +) e U, .1 contidere o produto direto de G por J. Quais das s |
guintes aplicactet 50 homomorfismos? Destat ache o nictes.

Il %y} — %, de GxJ 8m G
1 ix, y) — v, do GxJ em J

T xe— Ix, 1) d8 G am GxJ
VY Ix, y) — by, ) de Gxd em JxG
Vi yi—— {1, y) de J em GxJ.

57. Mostre gue h & um sutomorfismo do grupo aditivo dos racionais s, & somante se, E

§ 32— GRUPOS CicLICOS
GRUPQS GERADOS POR UM SUBCONJUNTO

1. POTENCIAS E MOLTIPLOS

o Deﬂp,ﬁo 8: Seja G um grupo multiplicativo. Dado a ¢ G, define-se po-
ncia m-ésima de a, para tode inteiro m, da seguinte maneira:

sem > 0, por recorréncia da seguints forma

a® = e {elemento neutro de G),
am=a""ta, e m > 1;
se m < D, por

a™=(amm) "t

o .
1¥]  No grupe multiplicative GL; (IR}, tomando o elemento a = (1 1)
: 2

temos:
a0 0
1 |
az=aa1-a=(1 1) 1 _. 3 4
2 3J\2 3 g 1

a1 :

(deta)'ad“a]

a"-'ta"l“=(3 4)"’. 1 n -4 1M -
8 11 3332 \-8 a3/~ (43 3)

° " . N
f- ) No grupo multiplicative Z3, tomando o elemento 2, temos:
20 = 1, _22 =§ -i=z, §3 =§-§ -§=§,
(213, @227 - (@) 4, etc

39 ’ = 1 2 3
) Dada a permutagao a= (2 3 1 ) , tamos, sequndo a definicdo:

3
3) = elamento neutro de 55 ,
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Pegcac (12 3o fr 2 3y (1 2 3
2 3 1 2 3 1 3 1 2

ad-aloa-(1 2 3\, (v 2 3}y (v 2 3
301 2) o\ 3 1] \1v 2 3}’

-2 _(a%)-1a 1 2 3 '1_ 1 .2 3 . ete.
a1 2 2 3 1

Da definicio dada decorrem as seguintes propriedades:
a)ama"=a™ " ¥ acG e ¥ mneZ;

bl (@™ a™", ¥V aeG e ¥ m,neZ;

da M=ta™ "t el@a )™, ¥ acG e ¥ meZ

Provaremos 2 seglir a primeira dessas propriedades. As outras deixamos:
comeo exercicio.

Proposigdio 10:  Dade um grupo multiplicative G, se a e Gem, n¢ Z,
entdo aMa"=a™" '
Demonstragdo:
(1) n>0 e m+ n 0. {Este casa serd tratado por indugdo sobre n).
n=0 - a™aN - aMg0 - gMg. g _gM* 0 gm+ 0

Suponhamaos a™a"= 2™ * 7, onde r 3 0. Dai

r+1 me o gimerled ameirs 1)

a™a -aM{a"a) - (aMa"}a-=a

(I!) Suponhamos agora que m e n sio dois inteiros quaisquar. Tomemos
um ndmero inteiro p> 0 tai quep+ m>0,p+n>0 e p+r m+n> 0. Entdo ,

observando que aPa P - aP(aP)~! = ¢ {como conseqléncia da definigéo) temos:
am* N gM* f(aoa~P)a (aM* NgPlg-P 2almenkp—p_m+ {n+ Plyp* 4

- a™@"aP))a P = (aMa"aP)a P = (aMa"){aPa P) = (aMaMe=- aMa" w

Nota:  Para um grupoe aditivo G define-se moftiplo (ao invés de poténcial de
um elemento a ¢ G da seguinte maneira:
al m = 0, por recorréncia assim .
~ Oa=e {elementc neutro de Gl e ma= (m -T)a+a,sem > 1;
b} se m < 0, entdo ma - {-m}{-a).

* ' Usando a primeira parte da demonstragio.
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Exempla: No grupo aditivo Z4, tomando o elemento 3, temos:
03023 3+3-2, 3.3- 3+34+3. l -3.1, -2.3--{2.3)x-2- 2, ste.
O elemento ma é chamado miiltiplo de a segundo m. E, claro gue nessa defini-

cilomeZ. As propnedades paralelas és que enunciamos para poténcias, 580 as se-
guintes:

g} ma+na={m+nla
b) mina) =lmn)a
c) (-mja=ml-a)= -ima}, ¥m,neZ ¢ ¥ aeG

2.  GRUPOS ClCLICOS

Definiglio 10: Um grupo multiplicativo G se denomina grupe crclica se exis-
te um elemento a ¢ G de maneira que G- {a™ | m e Z }. Notaglio G=[a ]. D ele-
mento a & dito gerador de G.

Examplos:
1) O grupe multiplicativa G={1,-1 } é ciclico uma vez que {(-11™ | m e Z)} =
={1,-1}=0G

2) O grupo muitiplicativo dos niimeros racionais ndo é cfclico. E claro que

ndo existe um nimero racional E’ #+ 0 do gual todos os nlmeros raciongis ndo

nutos sejam poténcias, pois isto acarretaria que o conjunto dos nirmeros primos é
finito, o que € absurde. Sugerimos ao leitor tentar justificar com detalhes a expli-
cagdo dada. Para tanto devera usar 0 teorema fundamental da aritmética.

Notas: .

a) Todo grupo ciclico é abelianc pois a™a"=a™* "= a"* M. aMp™m,

bl Um mesmo. grugo ciclico pode conter mais do que um gerador. Ver
exercicio 78.

c) Se G é um grupo aditivo ciclico geradao por a, entéo G={ma | me Z}-[al.

Proposigio 11: Dado um grupe multiplicativo G, se a € G, entio o sub-
conjunto H = {a™| m ¢ Z} é um subgrupo de G.

Demonstragdo: Como a° = e, entdo e ¢ H. Por outro lado, se x, vy € H, en-
tdo existem m, n € Z de maneira que x=a™ ¢ y=a". Daf :

xy"l-aa"=a" "eH a

A proposigiio anterior nos diz que todo elemento,a }ie um grupo G é gerador de
um subgrupo ciclico. Tal subgrupe sers indicado por [a] notaglio que é coerente
com a da definigio 10. Assim: [a]={a™ | m € Z2}.

- . e




Exemplos:
1} No grupo muitiplicativo dos complexos: [i}= {1,-1,i,-i }
11}  No grupo multiplicativo dos reais: [-1]= {1, -1}
11} Mo grupo multiplicativo dos racicnais: [2]= {.. ., TI . —12- L1,2,4,. .0
fV} No grupo aditivo daos inteiros: {1], = [-1], = Z o que significaque Z é cf -
clico.

V) No grupo Sy sea= (; 2 3

. 3 ) , [a] = {el. neutro, a }. Recomanda-

maos ao leitor g5 cdlculos neste caso.

3. GRUPOS CICLICDS INFINITOS

Ssja G um grupo multiplicativo cujo elemento neutro indicaremos por 6.
Suponhamos que a seja um elamento de G com a seguinte caracter(stica:

am-a == m-0
O elemento 2 no grupo multiplicative dos reais tem nessa propriedade j§ que
2M-1 = m=0.

Nessa caso vale a seguinte proposigac:

Proposigiio 12: A aplicacé'o'f:zz === [a], dada por f(m)=a™, ¥ me Z, '_-:

é um isomorfisma do grupo aditivo Z no grupe [a].
Demanstragdo: (i} flm+ n)=a™ "= aMa" < f{mlf{n), ¥ m, n e Z; [ii)

Nifi= {meZ|aM-e}-{0], devido & hipdtese subjacente ao caso que estamos j

considerando; (i) & dbvio que f & sobrejetora: todo a” € {a] provém de r através
de f. = e

Definicao 11: Bado um elemento 2 de um grupo multiplicative G,

al-¢ = m=0

dizemos gue o elemento a tem periodoe zerol=)e que o grupo { a | é um grupo cf-

clico infinito.

Exemplo: O elemento 2 tem perfode zero no grupo multiplicativo dos 1
reais, conforme ja vimos. O isomerfismo entre Z e [2] pode ser assim visualizado: ]

z-{...,-2,-1,0,1,2,...}

T A
11
[21=1{.... I7,1,2,4,..._}

st —
* ou ordem zero.
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4. * GRUPOS CICLICOS FINITOS

Consideremos agora a possibilidade contréria 3 considerada no item ante-
rior: a ¢ um elemento de um grupo multipiicativo G e

A meZ m+#=0, de mado que a™ = e {el. neutro de G).
Neste caso
aM= (@™t lag,

' Ln?o Podemos dizer gue, com a hipbtese considerada agora, existe um
numerc inteiro r > 0, de maneira que a" = e.

Definigio 12: O menor ndmero inteiro h > 0 tal que a" = ¢ chama-se
perfodo ou ordern do elemento a. Notacdo: ofa) = h.

Exemplos:
(i} O elemento i e C* tem periodo 4 porque
Taf, Pect, Peni -1 .

{ii) O periodo do elemento (-1) no grupoe multiplicativo Q" é 2 pois
N -1, on)?e ‘

2 1
{iiil O periodo do elemento a - (1 2 3) > 35
2 1 3
no grupo S; € 2. A raziio ¢ a seguinte:
aoa a2l (12 3 1 2 3 1 2 3
2 1 3} °© 2 1 3 1 2 g)=el neutro

Proposicdo 13: Seja a um elemento de um grupo multiplicative G. Se
dordemde a é h > 0, entdo [ a | é um grupo finito de ordem h dado por
[a]= {eJafaz:"'rah_l}'

Demonstracio: MEstremos primeiro que o conjunto {e, a, .
exatamente h elementos. De fato:
0Li<j<head-a = 0<j-i<h e a7 -¢ (absurdo pois ofa} =
= h). Logo nio hé elementos iguais nesse canjunto e sde h os seus elementas,

oo, a1t Hem

Mostremos ‘agora que [a] = {e, a, az, LA Ypara o que € suficiente
mgstrar que 0 primeiro desses conjuntos estd contido no segundo. Ora, % x e {a]
eXIStE m & Z de maneira que x = a™. Usando o algoritmo da divisio em 2 com
relagdo aos elementos m e h temas

JareZlm=hg+r O<r<h)
Dai:

x=a™ = ahatr. ghagr (ahyaar_ o0 | aaf . ot

Como 0 < r < h, entdo x € {e, a,a%, . ., Lal=1}, m

[ e N N N L




A proposicio que acabamos de provar acarrets que, se O periodo de um
elemente a de um grupo G é h > 0, entdo a ordem. do subgrupo gerado por a
tamBém & h: ofa) = ol[a]). A definicdo a seguir ¢ propiciada pela proposigdo 13.

Definigio 13:  Seja G = [a] um grupo ¢lclico. Dizemos que G é um gry-
po ciclico finito se o periodo do elemento a for um nimero natural h> 0. Pelo |

gue ja vimos ¢ claro que neste caso G~ {e,a, 2%, ..., a" ).

Proposigio 14: Seja a um elemento de periode h > O de um grupo G. 1

Entdo: aM-e = him :
Demonstragio: (==) Dado m e Z, existem q, r € Z de maneira gue
m=hg+r {0 <r<h) Daf: i

e=aMaatd* "= (aM)9 = %2 = 83" = a".
Como r < h, entdo r = 0 {pois o periodo de a & h}. Assim, m=hg e hlm
[<=} Seh|m, entdo axiste q ¢ Z de maneira que m= hg. Donde

am-aht- @990 B

Proposigio 16: Seja G um grupo ciclico finito de ordem h. Entdo G é _:‘
isomorfe ao grupo aditivo Z,. ;
Demonstragfo: Se aé gerador de G, entdo G ={e,a, 2", ..., a1t} .
Consideremos a correspondéncia § — a° de Z, em G. Trata-se de uma apli-.
cacio injetora porgue

32t <> s=t{mod h) +={ g€ Zis-t=hq) < a*~taghduo > a*-at

E claro que & uma aplicagéo sobrejetora. Para mostrar que & um homomorfismo
vamos dar o nome a ala de f. Entdo ' i
§(5+ )= (5o 1) - 0% Tu gt u MDD ¥ 5Ty O

Esta proposi¢do significa que quando tivermos de pensar am grupos cicli-

cos finitos podemos pensar em grupos aditivas de classes de restos. ’;
5

5. GRUPOS GERADOS POR SUBCONJUNTQS (NOCOES) éf

A nogdo de grupo ciclico pode ser generalizada. E o que veremos neste item. '
Seja G um grupo multiplicativo. Dado um subconjunto nic vazio L C G,
Vamos construir, a partir de L, um outro subconjunto de G o qual indicaremos -
por [L]. € o seguinte i
[L]= {aafe.  a% itz 18, .. S €2} ;
Obviamente [L] # ¢ pois, inclusive, L C {L] {verifique). Mostraremaos que (L] €]
um subgrupo de G. De fato, dados X, v € [L], entdo

x=alalazaz "'atat e y:biﬂlbjﬂ’ ...bsﬁs . onda ’i'bif Le “iaﬂiez' j

4

- B

FORLY FE

,ateL e &, .-

Dai

xy~!.a, % .atatbs‘ﬁs ... byP
a que significa que xy~' ¢ [L].
‘ Logo [L] & um subgrupo de G. £ o “menor” subgrupo de G que contém L
|st9 é: Flado ur!m_subgrupo Kda G, seLC K, entio [L] T K. Deixamas comt;
exercicio a verificac3o dessa afirmativa. E claro, por outro lado, que se L - {al,

entdo [L]= {a™ | m ¢ Z }é o subgrupo clclico gerado por a.

. Dlefi:ig.ﬁo 14: O grupo {L] obtido por intermédio das consideracBes ante-
riores € chamado subgrupo gerado por L. Quando existe um subconjunto finito

8 nao vazio L de mod = j ' .
oo finite, o que [L] = G, dizemos que o grupo G § um grupo de t-

Exemplos:
1} Todo grupo ciclico é da tipo finito.
2) O produto direto de dais grupos ciclicos G = [a] e K - [b] é de tipo fi-

nitc porque tomand = . .
af) ¢ quK, o L= {{a, 1), {1, b) } C GxK, entdo [L]- GxK pois, ¥ (a",

(a", a%) = {2, 11"(1, bI>.

3) Um grupo diedral Dy, = {e, a n-1 -1
por L= {a, b}. = {ea.... 2" boba. .., ba" } 4 gerado

EXERCICIOS

cu Ca }qi_gf segui_nfes subgrupos:
[-1], em 1@
bl [3], am (Z,+)

cl [3] em t@* .}
di [i] em tc )

62.  Mostre gue tedo grupc de ordem 2 ou 3 é ciclico,

Kf& Ache um grupo de ordem 4 clclico & um ndo efzlico.

€1, Mostre que {Z . +) & ciclico, ¥ m> 1,

85.  Mostre que todo grupo ciclico infinito tem dois e samente doi; géradores

B6.  Mostra '
que todo subgrupo H % {e }de um grupo cfclico infinito & também infinito.

I | -



a1 v 64, Sejam m € Z, m>> 1. Indicando por Gy, 0 conjunto das rafzes m-ésimas comptexes de
87. /A tdbua ao lado define uma operagio « . @ a| bjc - 1. mostre que {Gp,,+ } 6 um subgrupo cictico da (€% .),
—" que confere 8o conjunto E = {e.a, b, e e | a|blc]| d]f
¢, d, fuma astrutura de grupo. a . ol ¢ | d f 8 70.  Mostra que o (nico elamento de um grupo de perfodo um & o alamento neutro.
Pede-sa determinar: b b| c|d { 8| & 71.  Seja ase um elemanto do grupo G. Prove que olal= 2 se, e somente sa, a=a~ ).
1% o subgrupo gerado por b; el cldlftlejalsb i
2% o periodo da d; - ol 1 el a b | e 72. Sajs G um grupa finito de ordem par. Mostra que o nGmero de elemento de G de
3% os geradores de G; ~:‘1 “ o . P e 2| b c | d perfodo 2 é impar.
4% xeGtalquebxe=d - L . . s
: . 73.  Sejam G um grupo muhtiplicativo e-x € G. Mostrar Que 38 existe um inteiro n, n>1,
L - Lo tal que x" = e, entdo existe um inteiro m > 1 tal que x ! = xM.
Solucio N ‘;5 i 74, Sejam a e b slementos de um grupo muitiplicative G. Supondo olab) = h > 0, mos-
129) b%=a, bl=b, bi=d, b’ =b’b=db=e ; tre que olba) « h.
[6)={o. b d} '|, Solugdo
29) d%=e, d'=q, ¥ <b, d3=e_ ;
i . ; Se ola, b} = h > 0, temos:
entdo ofdl=3 . : sy fabli # ie{ }
[+ io sho geradores de G. Por outro lado: .' sl =2 e lab e €12, ... h-1
3 1 !HIE@"W’ que &, b'}d 'E:]o ge Temos, por outro lado:
= c o fi= ' ! — - -1 -
{s] e. a,;, i 2] balP= blapl? lax biab) 'a=bb Ta la= e
fc)= tac o net _ _ 2%) Seief{r2....n-1}e (bali=e, decorre:
portanto, oS geradores L] . . N ) b[ab]'l_ 1 8= e . {ab) -1 = b-l a—i M (ﬂb'i-l= (abl—l
82) bxe=d”l e blbxee T =bTlaTI R xebTid e entdo isto &, {ablix e s isto & absurdo.
x= dbc= ec= ¢ 1
N 75.

Se a, b e ab do grupe multiplicative G thm perfoda 2, antéic ab= ba, Prove.

'3
1

ifmﬁ" G={s.a,b,¢.d.f.g,b T um grupc cuja tibus estd shaixo. Pede-se determinar:

8. Seja G um grupo muitiplicativo ¢ suponha a € G. Mostre que ois) = ole™") = o{xax™!),

.l elalolc]d|tleg]|h *: YxeG.
e e 8 b c d f g | h . : s
" . 3 - . ' e h b 77.  Seja G um grupo finito. 58 X € G, mostre ous 3 n €Z de modo que xN= g {glemen-
; p ta nautrol, '
b b h d a a € e . _ _

. N P PR al e _ 78, Seja G=[a] um grupe ciclico de ordem h. Mostre qua:
p T ] " . al bl e ; 2% € G & um gerador de G ==+ mdc (h, t} =1,

: Solugio X

f & h b a d| e |9 E wo
al ¢ [ a f b h|dja # [ ===
A S P R c bl fld . Se a' ¢ um geragior de G, como a € G, temos:

] IreMlthi=a " a=a . r=1(mod h} .. r=T+kh .. 1= tr-kh
b € ! Seja  d= mdc (h, t). Entdo: S
T o . de G : dit = dliw | ]
; - adores . = dluv-kh = d |1 = g=1
0 radoporb; . z _ - ¥ Osger _ L .
;"}iot::?:pood:ed- Poriiet= o 4°) xeGuiguea.x.h ' =d dlh —dlkn . -
ol ) i ' . L
. s S - . L
) P . .
' =3
22 g
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79.

" 81.

83.

18

(=)
Sa 1= mdc {h, t}, entBo existem dois inteirss r e 5 tais gue 1=rt+hs e, dal, =1
{mod. h), portanto, a't=a. Co
Dade x € G, temos:

x = ai= (arth= @ty

o que prova que at € gerador de G

ETRES

Mostre que todo subgrupo de um grupo ciclico &, também ciclico.

Se G = [a] & um grupo clclico de ordem h > 0 e se d & um divisor positivo de h, mos- §
tre gue, sendo t= h : d, entio {at] & um subgrupo ciclico de G de ordem d. -4

Al Defina subgrupo gerado por um subcenjunto de elementos de um grupa aditivo.
8) Mastre que (2", +) & de tipo finito, ¥n = 1.

Mostre que {Q, +} nBo & de tipo finito.

Seje 5 uma parte nio vazia de um grupo multiplicativo G. Mostra que todo subgrupo
de G que contém S também comém [S} 3

§ 42— CLASSES LATERAIS - TEQREMA DE LAGRANGE

1. CLASSES LATERAIS

Definigdo 15: Seja H um subgrupo de um grupo {G, *). Dado a € G indi-
caramos por a * H {respectivamente por H * a) e chamaremos de o/asse /ateral
i esquerda (respectivemente & direita}, médulo H, definida por a, o seguinte sub-
conjunto de G:

atH-{a sx|xeH}
(respectivamente, H % a-{ x % a | x ¢ H}). Se G & um grupo comutativo £ claro que
ak*H-H%a, ¥ acG.

Exemplos:

1%} Sejam o grupo multipticativo G= {1,1,-1,-1} e seu subgrupo H= {1,-1).
Temos:

T.H-{1. 1, 0. -1}k {1, -1}=H.1

-1 H= {1 L G -0 F= (-1, 1} < H. (-1}

e H=diot, i (-1 ={i -i}=H. i

i) - He { =00, (-0 =N} = (=i, i} = H-(~1)

22} Sejam o grupo aditivo G= 24 ¢ seu subgrupo H= {6, 5}. Temos:

O+He= {E+E,—0-+§} = {0,3}-H+0

T+H={1+0,1+3}={1,4) =H.«

2+H=1{2+0,2+3}={2,5} -H.

TeH- (34 3}« (3,0} - H.

Z+H={Z¢ §}={I,T}=H+

5+H={5+0,5+3}-(52}=H+5

3% Sejam G o grupo multiplicativo dos reais @ H = {xeR"!x> 0} Entédo,

Ya>0 = aH:=H
Ya<0 — aH-{xeR* | x<0}.

4%) Consideremos o grupo diedrat Dg = {8, a, a°, b, ba, ba’ } cuja tabua se
encontra no exempio (m), item 4, § 1, deste capftulo. O subconjunto H= {¢, b}
€ um subgrupe de Dg (verifique). Determinemos as classes laterais, 3 gsquerda
€ 3 direita, médulo H.

ol of
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eH= {e. b} ' He = {e, b}

aH - {a ba’} "Ha = {a, ba}
a’H - {a%, ba} Ha? = {a?, ba” |
bH=- {b, e} Hb = {b, e}

ba)H = {ba, a*} ‘H(ba) = {ba, 2}

{ba®}H = {ba®, a} H(ba’} = {ba’, &* }

Observemos que, neste exemplo, aH # Ha, a’H =+ Ha?, (ba)H + Hiba) e
{ba’}H #* Hiba’) O
2. PROPOSIGOES SOBRE CLASSES LATERAIS
i
" Nas consideracfies abaixo usaremos novamente a notaclo multiplicativa pa-
ra indicar a lei de composi¢io de um grupo arbitrdrio. A razdc dessa escolha & -
a mesma da sempre. Trabalharemos, ademais, com classes laterais i esquerda, uma
vez que para o que temos em vista tanto faz usar classes A direita ou 3 esq_uerda. _
Inclusive as demonstracBes seriam andlogas com classes a direita. Seja pois G um’
grupo multiplicativo e suponhamos H um subgrupo da G. .

Proposigio 16: A unifo de todas as classes laterais médulo H ¢é igual a G. ;

Demonstracdo: Seja e o elemento neutro de G. Entdo e ¢ H. Logo todo -
elemento a e G pertence A classe aH pois a = ae. Se cada elemento de G estd numa -
classe lateral & esquerda, médulo H, nossa afirmacdo estd provado. =

Proposico 17: (% a, b ¢ GYaH=bH <= a ‘b e H).

Demonstragdo: ( = ) Vimos na demonstragdo anterior que a € aH. Co-
mo aH - bH, entdo a € bH. Daf existe h ¢ H de modo que a= bh. Donde a~!b =
=h~! ¢H. '
[==) Comoa'beH, entdo existe h e H tal que a~'b=h. Dista resufta que
a=bh™'. k

Seja y € aH. Entdo y=ah;, onde h; € um elemento conveniente de H. Dande

y=ah; = (bh™1)h; = bth ™ hy)
o que vem mostrar gue y € bH. Assim provamos que aH C bH. E claro que tam-
bém bH C aH. Portanto, aH=bH. =

Proposicdo 18: Sejam aH e bH duas classes laterais modulo H genéricas.
Entdo aH N bH = ¢ ou aH = bH. ' |
Demonstracéo: Suponhamos que exista x € aH N bH. Entdo existem

h,, hs € H de forma que x - ah, = bh;. Disto segue que 8™ 'b=hehi '€ H. Pe-
la proposicdo anterior podemos dizer que aH=bH. @ :
£

18

Proposigéo 19:  Toda classe lateral aH & squipotente a H.

?en:anstr:agsf;: A aplicagdo f: H —=aH dada por f(h) - ah, ¥ heH, &
uma bijecdo pois {i) fih;) = flhy} —» ah, =ah; = h, = h, e (ii} dado ah eaH
é evidente que ah é a imagemn de h pela aplicacio f. L]

Ngta; Das praoposigdes acima podemos inferir que o conjurto das classes late-
rais 2 efquerda, moduloe H, forma uma particdo em G, com 8 pecularidade de
9'-'3 aqui as classes sdio conjuntos equipotentas. Se o cdniunto das classes laterais
a esquerda € finito, o nimero de classes a esquerda € igual ao de classes 3 direita
Isto poderia ser provado mostrando que aH —aHa" ! § uma bijecio o que
aliés:, vale em qualquer caso. No caso finito charmaremos de /dice de H er: G
o numero de classes laterzis médulo H am G. Notagdo: (G : H).

Exemplo: Tomemos o grupo aditivo Z; e consideremos o subgrupo H = {f]
. As c_lasses mc‘ldulo H, 4 esquerda ou 4 direita, pois G & comutativo, sio ’
H=0+H=1{0,2,4} e T:H-1{1,3,5)

jd -qtjle_as outras que poderiam ser construidas coincidem com uma dessas. Entdp a
particao de Z; neste caso é feita por duas classes,
Logo { g H )=2.

EP z}

cada uma com 3 elementos.

3. TEOREMA DE LAGRANGE E COROLARIOS

Continuaremos a usar neste item a notagdo multi

. : plicativa. Mas os grupos
3qui considerados serdo finitos. aw

Teorema 2 (Lagrange):  Seja H um subgru ini
: po de um grupo finito G. ]
o(H) | o{G} e o(G) = o(H)(G : H). e o
Demonstragéa:  Suponhamos (G H} = r e seja {a,H, .
10 de todas as classes laterais & esquerda, modulo H. Entio
aHU...UaH=-G

.., aH} o conjun-

- Como cada elemento de G figura numa e numa s dessas classes e como
humero de efementos de cada classe é o{H) {proposigao 19), entio

_ r.of{H) = oG},
Coma r= {G:H) o teorema ests provado. =

Corolério 1: Sgjamae Ge H- [a]. Entdo ( ivi
- = [a]. o periodo de a d
de G e 0 quociente nessa divisio ¢ (G :H). ide 8 ordem

Demonstracio: Basta lembrar que ofa) = o(H) e que,

o(G) - .o{Hl;{G_:IH}. . devido ao teorema,

Coroléria 2:  Se a & um elemento de G, entio 2°1G) _ 5.

o —__—ll h—_-_— 19




_Demonstragdo:  Seja H = [a]. Entdo olG) = ofH)(G : H) = o{a}(G : H). Mas

aﬂ‘a} = g. Donda
2°1G) . (gola)jiG:H)_ elGHlLa =

Coloréric 3: Todo grupo finito G, cuja ordem é um namero primo p, é
cfelico e saus (nicos subgrupos sfio os triviais: G e _{e}. _ i

Demonstragio: Como p>> 1, entdo existe a ¢ G tal que 4 # &)l.ogo H- {a]
é um subgrupo de G de ordem no minimo igual a 2 : H contém e e 2 pelo menos.
Como o(H) | olG) e olG) é um nimero prima, conclulmos gue o{H} = p. Dis- .
to segue que H = G e, portanto, G é ciclico. : :

Por outro lado, como os subgrupos de G devem ter ordem 1 ou p (devido *

ao teorema), podemos afirmar que G s6 comporta mesmo 0s subgrupos triviais. ®

L

e

L

£XERCICIOS

d

L

P

' % Determinar todat as closses jaterais de H = 10, 7} no grupo aditivo Zy.
\Q;B Determinar todas as classes lsterais de 3Z no grupe aditivo Z.
86. \ Seja 53 o grupo das permutacSes de E» {1, 2, 3}. Daterminer todes es classes laterai ;
de H= {fg, f, } subgrupe de S1 onde -

. 2 3 1 2 3
fo = o ¢ fi-

. s 3 2 1 3 4
)

Seja G um grupo aditiva @ H um subgrupe de G. Sa a, b € G, em que cong#’
ches a+ H=b+ H? _ 3
Bl Sendo H= {0, *m, *+2m. ...}, m €&, um subgrupc do grupo aditiva Z mas-
treque {0, T,. .., m - 1 )J=2,, 6 0 conjunto das classes laterais de H. {Logo |
Z:H=m} i
P .
| 88) E finito ou infinito o nimero de clastes de Zx2Z e E X2 ? Por que?
L . . -
g9. Dado o grupo Z x Z; Iproduto direto), ache todas as classes laterais, & esquarda,
subgrupo H = O}KZ;.

90. Se H & um subgrupo de G tal gue (G : Hl= 2, mostre que aH = Ha, Yaeg

i 9&“;&WLMM
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a1,

9z,
‘o3,
o4,

95,

g,

97.

100.

101,

Solucio

Se (G : H) = 2 entio existem em G duas classes laterais distintas que sic H »
G-H. . :

Dado a € G, existem duas possibilidadas:

" a6H — aH=H=Ha

%) aeG-H == aH= G-H=Ha

Mostr_e qu’e‘ $do aquipmantés 05 Conjuntos das classes laterais & asquerda & o das classes
laterais & direita para todo subgrupo de um grupo G.

Sugestic:  considerar iaH)= Ha L. '

Apligus o coralério 2 e prove que no grupo multiplieativo Z* {p prima} 5{9"”= ¥
para todo & €& —{p +klkez]}. Dai conclua que se pt's, emdo AP 1= {(mod p).

Seja G um grups de ordem p", onde p & primo e n > 1. Mostre que a ordem de um
slemento qualgquér de G & uma poténcia de p.

Sejam H e K subgrupos de um grupo finito. Se olH)
am . . =p e olkl=
antio H N'K = {e} . Prove. ° 9 0 * g primas).

Mostre que o nimars de classes Iatarais de IR em C ¢ infinito.

Al Mostre que
¢ 0

H= leer™ > &um subgrupo de grupo GL; { R),
0 c

Bl  Mostra que existem infinitas classes de H em G.

Comsiderando _z como subgrupc doe grupo aditivo Q, descrever as classes 2 + (-1}e
Z+ 1? . : .

Mostre qua a+ Z é uma clesse leteral de Z em K {5 € R}, entdo
' existe b € R
0Sb<1 @ b+Z=a+2. o aue

'Mostre que dada a RY (a €C%), entla exista b € C* tal quelbl=1eb R} =aR! '

Seja H um subgrupo de um grupo (G. - ).

a) Mostre que “x ~ y = x"'y ¢ H" define uma relagdo de eguivaténcis em G.
b} Mostraque, ¥ a€G, TxaH.

Seja f: G —= J um homomorfismo da grupos. Sendo § um sul
f ubgrupo de J
que 1151 § subgrupo de G tal que Nif} C £ 1g), borupo brove
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§ 50— SUBGRUPOS NORMAIS — GRUPOS-QUOCIENTES

Os grupos que intervirBo neste pardgrafo sdo todos multiplicativos. Mas &
evidente gue, mudada a notacio, os resuitados que obteremos séo vilidos em ge-
ral; por exemplo, para grupos aditivos.

1. PRODUTO DE SUBCONJUNTOS DE UM GRUPO MULTIPLICATIVO

Defini¢do 16:

Seja G um grupo multiplicativo e consideremos dois sub- .

conjuntos A e B guaisquer de G. indicaremos por AB e chamaremos de produta.

de A por B o seguinte subconjunto de G:
AB=¢ se A=¢ ou B=4¢
AB« {xy |xehA e yeB)}, se A¥¢ e BF ¢

E claro que (A, B) = AB & uma lei de composi¢io interna no oc-mjun---;
to P(G) das partes de G. Para essa lei, chamada muftiplicacio de subconjunios:

de G, valem as seguinteés propriedades:

{a) associativa (por que ?)

{b) existe elemento neutro que é o subconjunto {e}, onde @ é o elemento n
tro de G.

Exemplo: . '

Seja G= e, a, b, ¢ }um grupo de Klein. Sua tdbua € a seguinte:

e a b [

€ & E b c

a a a c b

b b c e a

C c b a [

Se A- {8,a} @ B=1{b, ¢}, entio AB= {eb, ec, ab, ac} = {b, c}.

Nota: E claro que se G ¢ abeliano, entio AB-BA, ¥ A BCG.

2. SUBGRUPOS NORMAIS

Definigio 17:  Um subgrupo N de um grupo G se diz normal de G
e somente se, XN = Nx, ¥ x¢eG.
Notagdo: N < G

122

No caso de N ser subgrupo normal de G indicaremos por G/N o conjunto

des classag | is 4 esquerda {que é o mesmo das classes laterais & direital, mé-
dulo H, em G.
Exemplos:

1) 5¢ G é comutativo todo subgrupec de G & normal,

2) Consideremos o grupo diedral Dy « {e, a, &2, b, ba, ba® } cuja tdbua pode
ser encontrada no exemplo (m), item 4, § 1, dests capitulo. O subgrupo H - {s,
a, a’ } lverifique que ¢ subgrupo) & norsmal pois
eH= {¢, 8,2’ } = He bH = {b, ba, ba® } = Hb
aH= {e, 8, 8" } = Ha (ba)H = {b, ba, ba® } = H(ba}
a’H= {e, 3, 8% } = Ha? {ba’ }H = {b, ba, ba® }= H{ba?)
Sugerimas go leitor verificar os célculos na tabua,

Proposiglio 20; Seja N um subgrupo normal de G. Entdo G/N é fechado
em relacio 4 lei “multiplicacio de subcorjuntos de G". Mais precisamente vaie
a igualdade (aN)(bN) - (ab}N, ¥ 4, b e G.

Demonstracio: (i) xef{sb)N== I neN [ X = {ab)n == x= {as}{bn),
onde o, n e N = x ¢ {aN){bN). Com isso ficow provade que {ab}N C {aN){bN) .

{ii} xelaNHbN} — 3 n;,ny eN | xe {angH{bnz ) = a{n, bin,. Mas n, b € Nbe
=bN. Donde 3 ne N [ n;b= bn. Portanto '

x = a{bnin; = (ab)inn, } e {ab)N.

Isso nos garante a inclusio (aN)(bN) C [(ab}N o que vem concluir a demons-
tragio. =

3. GRUPOS QUOCIENTES

Seja N um subgrupo normal de G. Observemos que

a} {aNMbN) = (ab)N, ¥ a, b e G:

b} {{aN)(bN)]{cN) = (aN) [(6N){eN)], ¥ 2, b, c e G (ver item 1);
c) ¥aeG=== {aN){eN}= (eN)(aN) - aN

d) ¥YaeG== (aNHa 'N)« {a"!N){aN}=eN=N.

Isto tudo nos mostra que (G/N, .) é um grupo.

Definigdo 18: O grupo G/N obtido por meio das consideracSes anterig-
Tes é chamado grupo gquociente de G por N. € claro que 2 existincia de G/N
PressupSe que N seja normal.

A - o



Exemplas: "
19) SeG={1,i,-1,-i}eH={1, .
-1}, entdio G/H= {H, iH } e a tibua deste HI W i iH
grupo & a gue estd ao lado. T ”
A
29} ._&G:Z‘ eH:{T},é}enﬂo. . H T+H T‘H f
G/H= {H, T+ H, 2+ H} e a tébua deste gru- - :
po & a que est4 ao lado. H] H |1+H +
T+H| 1+ H|2+H H
2+H|2+H] H 1+H
. H bH
3% Voltando 20 exemplo 2 do
item anterior onde G= Dg e H= {8, 2,2 }, Hf H [bH
venos gue G‘IH = {H, bH}. A tébua oH | BH H
deste grupo &
5;-:.*' [ o s T ¢ B Ep i - K
£

4. TEOREMA DO HOMOMORFISMO

Lema: Se f é um homomorfismo do grupo G no grupo J, sntio Nif) :_
um subgrupo normal de G. ' F
Demonstragdo: Que é subgrupo jé vimos anteriormente. Temos de pro
que xN = Nx, ¥ x ¢ G, onds N= N{il.

yexNm= 3 neN|ysxn== 13 neN|[y={txnx!ix

Mas
fxnx" 1) = F0x) F{m) flx ') = fixdulfix)) ™' = u (= el neutro de J)

a que significa que xnx~! ¢ N. Portanto
y= {xnx~!)x € Nx.
Mostramos assim que xN C Nx. E dbvio gue também Nx C xN. =
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Teorema 3 (do homomorfismo):  Seja f um homomarfismo sobrejetor {epi
marfismo} do grupo G no grupo J Se N = N{f}, entdo G/N ~ U,

Demonstragdo;  Considersmos a relagio aN ——~ f{a) de G/N em J. Tra-
ta-se de uma aplicacdo injetora porgue

aN=bN e a2 'beN e fla 'bl=wu (el. neutro de J) <«  (f{a)} " fib)=
=u <= f(a) - f(b). Vamos dar 0 nome de ¢ a essa aplicagdo.

Dado y € J, existe x € G de modo que fix} = y. Tomando & classe xN, te-
remos o{xN) = f{x) = y. Ento 0 é também sobrejetora.

Por tiltimo: of faN}{bN) = o[{ab)N] - f{ab) = f{a}f(b) = o{aN} c{bN}. =

Nota: A aplicagio v : G —G/N dada por ¢(a} = aN & um homorrbrfismo
de grupos pois ylab} = {abIN = (aN){bN) = ¢(a) 2tb), ¥ a, b ¢ G. Este homomorfis-
mo é chamado homomorfisme candnica de G sobra G/N e com ele podemos cons-
truir o seguinte diagrama de grupos e homomorfismos:

¢G\ f/;J

G/N

onde f- ¢ o ¢, pois
{ooy)al= olaN) = f(a}, ¥ a e G.
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EXERCICIOS :

. -1 _ -1 ;

102. Seja G um grupo multiplicativo. Sa A € G {A # ¢} seja A™ = {x|xeAal
Mastre que:

a A=A e

- - -1
b % A BC GlA#p B#FP —> {asy -7 ,

A

103. Seja G um grupo multiplicativo e H ¢ u;n subconjunto de G. Mostrg que:
Hésubgrupo de G <= H.HCHeH  C H

2 o
104. Seja G = [a] um grupo ciclico de ordem 6. Sendo H= [a*}. construa b téhua do grup
GiM.

Sokugdo
He[*]- {e.a. s}

As classet laterais 4 esqsuerge} de H sio:
eH=H e aH={s. 2’8} _

3 5 ) 3
Notemos que eH=a2H-a4'H' e aH=a H=a"H. . |
Observemos também que xMa Hx, V€ G, pois G é sbeliane. )

Podemes, entdo, construir a tébua de

GIH : ] H aH g
H H ] aH
aH | sH H

106. Determinar todos os subgrupos no triviais do grupo aditivo Zg. Em cada cato cond- §
truit o grupo quociente, .

106. Construa & tibus dos seguintes grupos-guocientes:
'8) Zg/H onde H= {0, 4}
b} EZ2E

Saja G o grupo editivo ZxZ (produto direto). Construa a tibua dos seguintes grUpﬂ'

quocientes: . - + .
G/l3Z x 22, ¢ GIZ x2), onde 22= 0,22, %4,.. T o 32- {0,23,26,....}

107,

108. SeN G.SEGel'lel'ﬂl,cﬂﬁoexiﬂlumeluﬂenton‘eﬂmlquean-n'a

128

108.  Sejam M @ N subgrupos normais de G. Mostra que M 7 N ¢ MN também o do.

Solugio

Facamoz MM N=H 4 MN = K.
Sugerlmos 30 leitor mostrar gue H e K sfo subgrupos de G.
Provamos que xH=Hx, ¥egG;
y € xH == y=xh
’ = y=m'x=n'x
heMINN
8 entdo, m'= n'= W', isto 6, y=h'x € Hx
Analogamente, y € Hx —> v € xH
Provemot que xK=Kx, Y€ G: .

YE€xK = yu xk= ximn}= (xm}n= [m'xn= m{xnle m'in'x}= (m'nx= i’y —=
= y F Kx

e, analogamenie, y € Kx — ¥ E xK

110. Moastre que um subgrupo N de G é normal. se, e somente se, x 'Nx= N, ¥ xeaq.

111, Sejam M & N subgrupos normais de G it que M M N= {e}. Mostre que

mn=nm % mEM & ¥ neN,

Supmtdy:  Prove que {mniinm) " l-e

M2 Seja N um subgrupo de G 1al que (G:N) = 2. Mostre que N é normal em G.

N&  Seja G um grupe multiplicativo.

Mostre que H= {x €G | xa- 2x, Yaeg }é um subgrupe normsal ds G.

Solugiio

19 Sendo e o slemento neutro de G, temos es = 28, %Yae€G, portanto, e € H &
H# ¢

29 Sejam x .y € H. EntSo, xe ¥ comutam com qualquer elemento de G. Interessa
particuiarmente observar que, 368 € G, entdo: xa=ax e ya~'= a~ly,

Provemos que x y_l EH:

ey Hasxty™ ) xda™ ) s wtyaE e fay = (kaly~ e faxly ! a
= alxy~ 1},

3%)  Provemos finaimente que aH=Hs. ¥ aeg:
@EaH <= Q=gh «= ox=ha <= a£Ha

entic  aH CD Ha

127
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115

116.

117

128

mal da G, mostre qua f{H] é um subgrupo normai de J.

Sejam G um grupo. H um subgrupo de G a-N um subgrupo normal de G.
Mostre que NH & um subgrupo ce G e NH= HN.

i i . S¢ H 6 um subgrupo nor-
Seis f: G —— J um homomorfisma sobreietor de grupos

‘ ( l . ’
} Mostre que e AuttG} indica o l:Dn]umO dos autcmﬂrhsmo’ e G, en t§0 Aut G} 0
a L3

& um gruno. )
i : or F_{x)~ axa
b} Para cada g € G seja F 1 G —= G dada pl Fabdn o
NG = {Fs |a€G}é& um subgrupo normal de

! % i e G. Mostre que

(Nota: cada elemento |{G) € chamado Automorfismo interpo de G).

1 de T & sub-
Seja T um subgrupo ciclico e normal de G. Mostra que todo subgrupd

grupo notmal de G.

Capitulo IIl

ANEIS E CORPOS

8 1o— ANEIS L oem il

. CONCEITO DE ANEL

Sejam (x, y) = x+y @ (x, y) > xy leis de composicio internas num
conjunto A # $. Suponhamos que

) O conjunto A é um grupo abelianc em relagio 3 primeira dessas |eis
ladigdo), isto é:
(a) { ¥ abcecAla+ (b+ch=1(a+b)e )
b} ( ¥YabeAlla+b=-b+al

(¢} Existe elemento neutro para essa adicdo. Serd ele indicado por On
ou apsnas O, quando ndo houver possibilidade de confusin: ¢ o zero do anel.
Portanto, para todo a e A, temos: a+ 0 « a;

{d} Todo elemento de A admite um simétrico aditivo. Ou seja, para to-
do 2 ¢ A existe um alemento em A, indicado por (-a), de forma que a+ {-a) = O;

I} A segunda des leis consideradas (multiplicacio) é associativa:
[ % a, b, ce Alalbe) = (ablc);

i A multiplicagio ¢ distributiva em relaciio 4 adigdo: ( ¥ a, b, ¢ € A)
alb+ c} - ab+ac & {a+blceac+ be)

Definicio 1: Nas condigfes expostas dizemos que o conjunto A é um
38!/ em relacio a adigio e & multiplicacio consideradas. Qu ainda, que a terna
Ordenads formada pelo conjunto A, 2 adicdo e 8 multiplicacio {resumidamants
(A, + -1} & um ansef. As vezes diremos apenas “A é um anel” ou falaremos do



“anal A", por simplificacdo de linguagem, mas iss0 pressuple, naturalmente, um
par de lais de composicdo internas em A {com as propriedades citadas) sobre as

quais ndo hd nenhuma ddvida.

2, EXEMPLOS IMPORTANTES DE ANEL

{a} Sdo exemplos cldssicos de anel:

® (2, +, .), onde a adigdo e a multiplicacdo consideradas sdo as usuais. E___

o anel das inteiros.
® Apel dos racionais: {Q,+, +)
® Anel dos reais: (IR, +, +)
® Anel dos complexos: (€, +, .}

(b} Os conjuntos nZ= {nglgeZ} tpeN;n:=>1]sio fechados em rels ::5'

o &s operacDes usuais de Z pois
na) + naz = Mg, + a:1 e {ng, Hnaz) = ningiq; ).

E #4dci! provar (fica como exarcicio) que, pare cada n 2 1, os seis axiornas dl'_:_

definicdo dada se verificam. Logo temos al uma sequéncia de anéis: Z, 2Z, 32, . . .

{c) Cada conjunto 2, = 0,1,... m_f] b, ¥ mez m> 1, éum
em relagéo is operagles jd definidas no capituio 1
-3_-*_b =a+b
e

Wb ¥ 5 beln

As propriedades dessas duas leis, estudadas no capitulo citado, nos garantem gue _'
de fato, (Z,,,+ -} € um anel. O zero desse anel ¢ 0 e o oposto de um elemento

é m-a.

Nota: A titulo de simplificagdo escreveremos apenas Z., ={0,1,...,m-1 }g"
varias' oportunidades. Quando assim procedermaos, para operar com 0S elemento

de Z,, deveremos observar gue
a+ b = resto na divisdo euclidiana de a+ b {e Z) por m
e
ab = resto na divisdo euclidiana de ab (e Z) por m.

Por exemplo, ac trabalhar em Z, podersmos indicar os Quatro element_
deste conjunto apenas por 0, 1, 2 e 3, ou sejs, Zs = {0, 1,2, 3}. Nessas condi-J

¢Bes teremos, por exemplo, 2+2-0 e 2.3-2.
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{d) Anéis de Matrizes .

Consideremos 0s conjuntos Mo (Z}¥n = 1).No capitulo |, § 1, quando déd-
famos exemplOf de grupos, falamos dos grupos aditivos de matrizes & dos grupos
lineares. L& lembramos uma série de propriedades sobre matrizes quadradas: o

suf.ic"iente‘para pddermos dizer agora que cada M _{Z} ¢ um anel em relacio 2
adigiio e & multiplicagio de matrizes nxn. Verifique.

Analogamente sdo anéis: M,(@), M,,{ R} e M, (C).

De.um modo geral, se A 4 um anel, podemos construir o conjunto M,(A)
das matrizes nxn sobre A e transformar este conjunto num anel: é s6 generalizar
o gue se faz, por exemplo, com M,(Z).

Por exemploc, podemos construir o conjunto M; (Z;) das matrizes 2x2 so-

br.e Z3. Trata-se de um anel com 3% elementos. Daremos a seguir algumas ma-
trizes de M2 (Z5):

S CO I (R IR )

Observe que, por examplo,

As D- (1 1) e ap. (O 1
1 1 2 a1

{e) Anéis de Funcdes

Seja A=Z€= {f | f : Z — Z}. Dadas duas fungBes quaisquer f, g € A, de-
finindo f+ g e fg da seguinte maneira

frg:ZwwZ & (frgix)="Tfix)+glx), ¥ xeZ

fg:Z2—=Z e (fgx)=Ffix)glx), ¥ xecZ
temos definidas uma "adicia’p" e uma “multiplicacdc’” em A. Nessas condiges
A é um anal: o anel das fungBes de Z em Z. Verifiquemos alguma coisa dessa
atirmagio.

O zero desse anal & a funco x — 0, gue indicaremos apenas pc* 0 uma
vez que {f+ 0}x) = Tlx) + Olx) = f{x}+ 0= fix}, ¥ x.¢Z O simétrico aditivo de
uma fungdio f € A & a funglo dada por x — -f{x} a qual se indica por { -f).De
fato: '

i+ (-f1Hx) = F(x) + (- FHx) = Fix)-£(x) = 0 = O{x).

A propriedade associativa da adigdo se verifica da seguinte maneira:

¥ f,gheA e ¥ xeZ,

{tf+ gl + hY ) = (f+ g){x) « hix} = {f{x}« glx}}+ h{x} & #{x} « (g(x] + hix)} =
= f(x) + (g+ h){x) = {f+ (g+ h}Hx).

Fy

" Proprisdade associativa da adicio:ﬁém £.
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Analogamente sa constroem os andis 02, RR ¢ €C. De uma mansira mais
geral, 16 X & um conjunto ndo vazio e se A & um anel, entdo AX = {f | f:X —=A} é_

um anel.

i} Produtos Diretos :
Sejam A e B anéis quaisquer. Se definirmos “soma” e “produto” de elemen-
tos de AxB do seguints modo
{8;.bs)+ {87, by) = {ay » &, by + by}
) ]
(a1, b1)+ (a3, ba) = (8185, by b2)

2 AR bt 1 aaaTiL s

¥ la;, by ), (83, ba2) € AxB, ¢ fécil provar (fica como exercicio) que {AxB,+, }
& um anel cujo zero & (0,, Og) & cujo oposto de um elemento (g, b} & (-a, -b),

onde -a ¢ 0 oposto de a em A e -b é o oposto de b em B.
O anel assim obtido chama-se produto direto externo de A e B.

. Nota: Dados os anéis A & B, quando nos referirmos ao anel AxB, sem nanhu-
ma outra mencdo, trata-se do produto direto de A por B aqui definido.

3. PRIMEIRAS PROPRIEDADES DE UM ANEL

Consideremos um anel- (A, +, .}

(a) Quanto 3 adicio, A é um grupo abeliano; ento s8o verdadeiras as se-
guintes propriedades jé vistas para grupds (cap. 1 - § 1 - 6):

& o zero do anel A & tnico

® para cada a € A existe um Onico simétrico aditivo

® dadosay,....a, € Aln22), —{ay v va )= (-3}
{observar que ari j& usamos a comutatividade da adigéo}

¢ (¥ aegA){-(-a)-2

o+ (-ap)

e (¥Fax,veAlasx=ary = x =y} (Vale a lei do cancelamento d’:

adicdo)

B NP PP

E

3
E

i

E

® o conjunto-solucio de uma equacdo a + X = b, onde a e b sfo elementos:

dados de A.e X ¢ varidvel om A § {lfahb}
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) -{ ¢allagA == g0=0a=0)

Justificagdo: 0+ a0 = a0 = a{0 + O} = a « a0
= ==

0= aD {am virtude da lei do cancelamento da adigio}.
Anglogamente se prova que Da~0. ®

e { Vablla,beA == a{—tﬂ= {-alb = -{ab}}

Justificsgho: ab+ [-{ab)]= 0= 2aD= a[b+ (-b)}= ab+ a{-b}
B N I

!
—{ab) = ai-b)
{mesmo motivo da prop. anterior)
Analogamente se prova que - (8b) = {~a)b (exercicio). =

(@ { % abls,beA — ab={-a){-b))

Justificagdo: [-a)(-b) = -[{-a)b] = -{-(ab}]= ab. Notar gue nas duas primei-
ras passagens usamos o resuftado anterior. ™

Definiglio 2 (diferenca entre dois elementos): Dados dois elamentos a e b de
um anel A, a diferernca entrea & e b, que indicaremos por a -b, é ¢ elemento
a+ {-b). Assima -b=a+ {-b).

8 { % a b, clla,b,ce A = alb-c)nab -ac}
Justificagio: alb -c)- a[b+ {-c)]=ab« al-c)~ab+ [-{ac)]-ab -ac. =

Defini¢io 3 {potencispio num anel): Dados 8 ¢ A ¢ n ¢ N* define-se a" por
recorréncia do sequinte mado:
al=a & a"=a"la (¥ n> 1.

fl (¥ aeAe ¥ mneN}Haman=-am"")

Justificagfo: (indugio sobre n): Suponhamos n= 1 Entdo, aMa! = a™Ma-
= aMm* 1 pela prépria definicio. Suponhamos aMa’ = aMm* 7, Entio

aMmar+ 1 o gM(afal) e (@Marjal = aM*T gu glme V)¢l L gmeiret} .

@ (¥ aeAes ¥ m,neNHamn-amn)

Justificaco: {a™)' = a™, por definicio. Suponhamos (a™)f = aMr, com r 3> 1
Entio

(am}r+ 1, (aM)fam = gMraMm o amre m_amiret) g



4. SUBANEIS

Definigio 4: Seja (A, +, .} um anel. Dizemos gue um subconjunto LC A,
L # ¢, é um subanel de A se, e somente se,
{i) L é fechado para ambas as aperagdes de A, isto €,
(¥ a biffa,beA = a+bel e abel}
(i) (L« .} também & um anel. (A adicio e a multiplicago af indicadas
sio as mesmas do anel A, 50 que restritas a L, como § evidente}.

Exemplos:
1) 22 4 um subanel de Z. ‘
De fato, a soma e o praduto de dois nlmeros pares s#0 nOmeros pares.

Além disso, tanto 3 adicdo como a multipticacdo de nimeros pares sdo associati- |

vas, a adicio é comutativa, o nimero zero é par e 0 oposto de um nimero par

é também um nGmero par. Finalmente a multiplicagio de nimeros pares é distri- _'

butiva em relagio a adigio (expligue).
' 2) M,{Z) é um subanei de M, { R). Por que?

Proposigdo 1:  Sejam A um anel & L um subconjunto de A. Em3o L §

um subanel de A se, e somentg se, 3

{¥a bllabel = a-belL e abel)
ou seja, L & fechado para 2 subtragdo e para a multiplicacio de A.
Demonstregdo: | =) Por hipétese {L,+) & um subgrupo do grupo {A,+).
Logo
{ ¥ abla,bel == a-bel) ‘
" Por hipbtese, ainda, L é fechado para a multiplicacio de A. Istc conclui a de-:
monstracdo quanto a esta parte
{e=—1) Da hipbtese
a,bel =— a-bel
decorre que L & um subgrupo de (A, +). Logo {L,+} é um grupo abeliano.

Por outro lado, como L < A e L é fechado para a multiplicacdo de A, en
{¥%a boclabcel = abceA = albel- (ablc) é a propriedade ass
tiva da multiplicacdo em L e
{¥a b ciabcel == abce A == alb+cl=ab+ .ac“ e (a+ b}c=ac+bc.
é a propriedade distributiva da muftiplicacdo em relacio d adicdoem L. ®
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Exemplo: Verifiqguemos que L » { (a b) | & be Z} é subanel de

Mz { R} ° 0
£ ol L # ¢. D - (a b - (¢ d
claro que ¢. Dadas X (0 D) e Y (0 0 em L,
entdo:
a-¢ b-d ac ad
-Y. » = -
X ( 0 0 ) eL e X.Y (0 0) el

Verificando-se para L as hipéteses da proposicio 1 podemos afirmar que 1 é sub-
anel da L. :

Dessa maneira chegamos & conclusdo de que {t, +, .) é um anel de uma
maneira muito mais rapida do que pela definico com seus seis axiomas.

5. ANEIS COMUTATIVOS — ANEIS COM UNIDADE

Definiglo 5: Dizemos que um anel A é um anel comutstivo se a sua mul-
tiplicacdio é comutativa, istc & ’

{ ¥ a bila,be A = ab- ba)

Examplas: S3o andis comutativos Z, 0, IR, C, nZ, Z_ e AX (toda vez
gue A & comutativo). Se A e B sic comutativos, entSo AxB [produto direto de

A por B) também é comutativc. O anel ‘M3 (Z), por exemplo, ndo é comutativo.
Tomando

0 1 0 0
A= 8 B-
0 D 1 0
entdo
1 0 0 0
AB = e BA=
)] 0 0 1

Definigdo 6: Um anel com unidsde & um anel A que conta com elemen-
to neutro para a muitiplicacdo. Este elemento serd indicado por 1, ou apanas
por 1, se ndo houver possibitidade de confusdo. Suporemos sempre que 14 #0,.
Um ane! comutative com unidade & um ane! cuja multiplicaclio é comutativa
€ para a qual exista elemento neutro. O elemento neutro da multiplicagio de
um ane! é chamado, quando existe, de unidade do anel,

1=



Exemplos:  os anéis Z, @, R e € possuem unidade. Para todos ales € cla-
ro que & o nimero 1 O anel M {Z) também possui unidade. E a matriz

1
1

r;

1 0 )
o 1 ... D
0 0 1
: L ]
Em geral, s¢ A & um anel com unidade 1, o anel M{A) também possui unidade :
que & a matriz :
1, 04 ... 04
O, s - 0,
0, 04 1A

Observe-se ainde que 1 é a unidade de Z,, = {0, 1,....,m -1} 8 queos:
andis nZ ndo admitemn unidade, salvo se n= 1, caso em que se trata do préprio Z .
Quando ao praoduto direto de dois andis A e B, se estes forem dotados de unl_da-
de, o par (1,4, 1g) seré a unidade de AxB.

Se o anel A possui unidade, entdo AX também é um anel com unidade. {
De fato, observemos a aplicagio e: X —= A dada por e{x] = 1,, ¥ x e A. ]
Se f é uma fungdo qualquer de AX, entdo :

{febix) = fix)elx) = fix)ty = fix), ¥ x e X, _
Logo a fungdo e é a unidade neste caso. ;i
Nota:  Num anel com unidade define-se poténma com expoenta natural, por re-
corréncia, da seguinte maneira:

%=1, e {a"=am""la, ¥ n= 1.

A partir dessa definicio demonstra-se, de maneira andloga ao que fizemos. para,
provar as propriedades (f) e (g] do item 3, que

aMan . gm*n e (amjn = gmn

para todo a € A e para quaisquer m, n ¢ N. - '

6. SUBANEIS UNITARIOS

Sejam A um anel ¢ L um subanel de A. Suponhamos que A é um ansl com
unidade. Quanto & L poderd entfo acontecer o seguinte: ou nic tem unidade,
ou tem wnidade igual 3 de A ou L tem unidade e esta & diferente da de A. Ve.
jamos alguns exemplos: '

® 27 é um subanel de Z. Existe a unidade de 2 mas nio existe a de 2Z.

® Z § subanel de O e ambos admitam a mesma unidade.

® Considerando o produto direto ZxZ & facil verificar que {0)x2 é um sub-
angl de ZxZ. Contudo, enquanto que {1, 1) é a unidade de ZxZ, a de {0} xZ
6 (0, 1} pois {0, 10, b) = {0, b), ¥ {0, b) e {0} x2.

® Seja B um subanel com unidade do anel iR. Como 1 - g =1g=1
entdo 1= 15

Se A ¢é um anel com uynidade e se B é um subanel de A tal que existe uni-
dadedeBeal,=1 B entio diremos que B é um subanel unitério da A.

EXERCICIOS

1. Consideremos em ZxZ a3 operaglies + o . , definidas por:
{a.bl+lc.dlmlasc;bed) @ (o, b). {c, d= inc ~bd, ad + be)
Mastrar que {ExZ, +, + ) é um anel com unidade @ comutativo .

2. Considersmos as operscles % s A am @, definidas por:
XHy=xK+y - 3 . x&v-x*v— 13"1

Mostrar que (0. » . A & um anel comutative com elements unidade.

3 Prove gque uio andis:

A) o conjunto Z dotado das lols adicho usual & 3 multiplicacio astim definida
sb=0; ¥V a,beZ

B} o conjunto @ com as leis definides por x @ y= x+y-1 @ x O y= x+ y-xy.
Observaciio: A "adicdo” e “multiplicacio” consideradas aqui estiio sendo indicadas
por @ e © ocbviamenta para sviter confusiio com as usuais respactivas
C} o conjunto ZxZ em refacio 3 leis dadas assim: _

fa, o+ e, d}=la+ e, b+d) e (s, bl. {c, d)={ac, ad + be).

4  Queis dos andis do exercicio anterior 550 comutativos? * Quais tim unidade? Deter
minar a unidade no cako de existir.
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138

——

.Consideremos Bs operacSes ¥ » A em Z definidas por: 17.

X %y=x+tay-2 & x Ay=xy+bx+cy+d, ondea. b, ¢, d sfe ndmeros intsiros da-
dos. Determinar a, b, ¢, d de mode que (2, %, A) seja um anal. Pars os valares obti-
dos de &, b, ¢, d, {Z, % , A} & um anel comutativo com unidads?

Saba-se que A= 18, b, €, d} p (A, + . ) & um 8nel em que os slementos neutros das ope-
racBes + o - sBo, respectivaments, a e b. Conhecendoss 03 compostos b+ b = a,

¢+ c= a, od = a, construir 85 tibuamdas duass operscies 18.

Seia € um conjunto ndio vezio. Mostre que A = P (E} § um anel comutativo com
unidade desde que ss defina

x4+ y= Clxﬂvl = complementar de x (1 y em ralagio a x Uy e
(xUyh
e y=x M yv. ¥x, vy €A
D# sxgmplo de um snel com 4 elementos todos satisfezendo & condigdo x=x

Verlﬂque se axiste um anel A = {a, b, ¢, d } tal que {A, +) & isomorfo como grupa 3014
axi=x ¥xcA

Seja A um anel cujus duss leis de composigBo sdo iguais, isto ¢, a+ b= ab, ¥a, beA. . 19.
Maostre que A = 10

Saja A um anel. Mostra aus ¥ a,b,ce A = plb-cl=eab-ac e (a-ble=ac be.

Sejs (A, +, <} um anel com: umdade Mostre qus @ comutatividads da adicéo ¢ con- | -
saquéncia dos demais axiomas que compdem a definigdo de anel. J
Sugestio: Prove que (a+ bl -(b+al =0 20.

Sendo 8 e b slementos de um anal comutativo A mostre que
fa+ bi"=a"+ {'?ia“‘1b+...+ (Mab"tew", ¥ n20,nez

) -
Seja A urn snel com a ssguints propriedade: x° = x, ¥ x € A. Mostre que: -x = X, §
¥ xeA 3

Sugestio: Considere o produto (x + ).

Y 22

Prove que um anel A com a propriedade do exercicio anterior ¢ necessariamente §
comutativo. )

Sugestio: Tome x, y € A e caloule (x+ vlz.

Determinar quais dos saguintas subconjuntos de @ sfo subandis:
al Z c}c={~:’; €0laeZ beZ, 2|b}

b) B» {xealxfz} d) o={2 €tlaez e neZ} .
2I"I

Verifique sa sko subenéis:

at L= {a+b+/2 la,beal doane R
bl Z do snel do exercicio 38

cl 22 x 2Z do exercicia 3C

) ;il"_; Sendo E=Z & A= F(E) o subconjunto L das partes finitas de Z.

" Quais dos conjuntos abaixo sdo subanéis de Ma( R)?

L1={(: ‘;) |a,ben}
L;-.{(: ") (sbcen]
(s £) e
u{(f ) Jabcen)

Dé& exemplos de andis A e subanéis B de forme que:
&}31A31B.1A'1B dl'a1A.31B

b) a 1A 3 13 e 1A¢1B e) ‘ 1A -] ; 13

L BRVIEE

Obter todos subanéis do anel Z,.

wo Determine todos os suhgrupos de (Zg,+ | ¢ verifique quais 530 fechados

para a multiplicagio.

Obter todos o subanéis do anel #({g b, c}.

(\“ Se B o C sfo subsnéis de A, entdo B M C é subanal de A. Prove.

Se B d um subanal de A, entdo:
' afB e n€Z — me8B
k' a€eB @« néN = sNeB

ot
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§ 2 — ANEIS DE INTEGRIDADE — CORPOS
1.  ANEIS DE INTEGRIDADE

Consideremos o anel Z dos inteiros & o anel ZZ, por exemplo, des funcBes
de Z sm Z. Ambos sdo anéis comutativos com unidade. Contudo hé ums diferen- |

¢a fundamental entre os dois. Enguanto que no ansl Z ¢ verdadeira a frase
{¥abeZ)iab=0 = a=0 ou be«0)

no anel ZZ nfo acontece o mesmo. De fato, consideremos as funcdes f e g de

Z em Z dadas por

fl0)=1 & flx)=0, ¥ x#0, e
g0l =0 e gix)=1, ¥ x=*0.

Tréta-,sg obviaments de duas fungSes ndo nulas. Apesar disso o produto fg é nue

lo pois
- {fght0) = f{0)g(0) = 1. D=0
e, para todo x # D,
(fgh{x) = fix)g(x} =0 .1=0 _
Esse tipo de observacio motiva a definigdo a seguir.

Definigiio 7: Um anel A, comutative com gpidade, onde ¢ verdadeira 8

sequinte frase
(¥a,beAlab-0, = 2=0, ou b=0,)

recabe o nome de anel de integridads. A frase destacada na linha acime & cha-
mada lei do anulamento do produto. Logo, um anel de integridade é um anel j
comutstivo com unidade em que vale a lsi do anulamento do produto. Sez e b B
sio elsmentos ndo nuios de um anel A tais que ab= 0, ou ba=0,, dizemos que §

# ¢ b sdo divisdres proprios do zero em A.

Exemplo: No anel Z; 0s alemgntog 5_&
porque 8o nso_nulos ¢, no entanto, 2 3= 0

N

Proposiglo 2: Um anel A, comutativo com unidade, é um anel de integri-.
dade se, & somente se, todo elemento nio nulo de A ¢ regular quanto 4 multiphi- -?5_

cagdo, isto &, )
{¥a,bceAlla*0 e ab-ac = b=c¢c} {*}

pemonstracé'o: { —) Tomando a # 0 & supondo ab = ac, coma, b, ¢ e A,
entéo alb -c} = 0. Devido 4 hipStese podemos concluir entdo que b -c= 0. Don- 4

deb=c

{<—) Sa existissem a, b € A, ambos ndo nulos, de maneira gue ab = 0, 3

teriamos ab = a0. Daf (hipStese}: b « 0. Absurdo. =
(* )} Tais alamontcs s50 chamados elsmentos ragulares do anel.
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3 siio divisorss préprios do zero

Exemplo :‘mportanré Jé sabemos que todo anel Z  de classes da restos
& um anel comutative com unidade. Mostraremos a seguﬁ"&'m‘ﬁ_“ é anal de inte-
gridade se, e somente se, m € primo/

{ ==) Se m ndo fosse primo, existiriam r, s ¢ Z, de tal forma que 1 <r,
s < mers=m, Daf 0 - ™ = 15. Quer dizer, existiriam divisores préprios do zero
em Z,,, © que seria contrdrio a hipotese. L o

(<==] Suponhamos que existissem a, b € Z,,, tais que ab= 0. Entido m | ab.

Come m ¢ primo, conclui-se qua m | a ou m | b. Isto significa que a~0 ou b= 0.

Outros exemplos
a) Os anéis Z, @, R e € sdo exemplos cldssicos de anéis de integridade.

b} O ‘anel Mz {R) ndo é de integridade: além de ndo ser comutativo apresen-
ta divisores préprios do zero, conforme se pode ver a seguir:

6 1y {1 0 o 0
o o/ \o of \o o

Note-se que

¢} O produto direto ZxZ também ndo é anel de integridade, embora seja
comutativo com unidade. Observe-se que
a, 0) . {0, b} = {0, O}
mesmo quande a, b € z*

2. CORPOS

Os andis Z & O sdo ambos comutativos com unidade. Para ambos vale a

lei do anulamento do produto. Mas, enquanto gue na anel Z sor:lenta o1 ?___9__
-1 admitern simétrico multiplicativo, no anel Q todo #lemento ndo nulo admite

simétrico multipticativo. Fatos como esse sugerem a definigdo a seguir.

Defini¢do B Um aﬁel K, comutativo com unidade, reoebe.o nome f:le
corpo se todo elemento nde nulo de K admite simétrico multiplicativo. Ou seja:

(vaeKi{a#0 — 3 b__el(lab-ﬂ.

M




O elemento b que apareceu na frase acima é chamado /nverso de a e serd indi-
cado, daqui para a frents, por a~ 1,

Num anel A com unidade indicaremos por U{A} o subconjunto de A for-
mado pelos elementos para os quais existe simétrico muitiplicativo {inverso). Esses
elementos sdo chamados de inversiveis. Assim, um corpo K é um anel comuta-
tivo com unidade tal que U{K) - K*= K - {0}. '

Exemplos:
O anel Z ndo é um corpo. Come i vimos UiZ) = {1, -1},
Qs anéis 0, R e C sdo corpos. -
O ane! R® das funcdes de 'R em R & comutativo, possui unidade, mas néo
& um corpo. De fato. Consideremos a funcio f: R — IR dada por f{0} =0 @
fix) =5, ¥ x ¥ 0. Essa fungdo ndo é inversivel uma vez que ndo existe nenhuma 4
fungiio g: IR — IR de maneira que fg - & (funcdo constante 1), pois ista, se §
possivel, implicaria ¥
(fg) (0} = f(D)gl{0) = 0. g(0) =« O = 8(0) = 1
0 que é absurdo.

Demonstragfo:  Sejam 3 e b elementos de K tais que ab = 0. Suponhamaos
- gue um deles, por exemplo &, é ndo nulo. Entdo existe a~* ¢ K. Donde

a '{ab) = 9”0
© que tem como consequéncia que {a~"alb = 0 g, entdo, b= 0.
Assim pravamos que vale a lei do anulamento do produto em K. ®

Note: A reciproca desse teorema ndo vale. Por exemplo, Z é anel de integri- _.

dade mas ndo ¢ corpo- Com uma certa restriclo, contudo , ela passa # ser verda- §
deira. Vejamos.

Proposicio 4: Todo anel de integricade finito é um corpo,
Demonstracfo: Seja K= {a;, a;,..-., an}um anal de integridade formado-.
de n elementos. Para todo @ € K, a # 0, a aplicagdo :
a, . aai
¢é injetora, de K nele proprio, uma vez que
aa; = aa; — 3;= 3
Coma K & finito essa aplicacio é também sobrejetora, do que resuita
aK = {aa;, a8;,...,88,} =K
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Entdo 2 unidade de K poderd ser expressa do seguinte modo:
1= 2a,, onde a, é um elemento conveniente de K.

Dessa forma maostramos que para todo elemento ndo nulo a € K existe
inverso. W '

3 "’:QUOCIENTES NUM CORPO
Dados os elementos & e b de um corpo K, se b # 0 é comum indicar o ele-
mento ab™* por % . Estes quocientes {6 como sdo chamados tais elementos) apre-

sentam propriedades muito parecidas com as dos nimeros racionais © que, de uma
certa forma, explica a notagdo adotada. '

Proposigiio 5:  Sejam a, b, ¢ e d elerhantos ndo nuios de um corpo K.
Seb#0ed=#0, entdo
fa) & - € — ad-bc
b d
a ¢ _adibe
(b) b - d bd
fcp 2 L& . B
b d bd
j. * i =
(d) b b )
() Se a0 (além de b, entdo L 2 . e Ty
b a -~
L5 _
Demonstracio Lo
falj [ ===} Por hipétese ab™ ' - ed” '. Donde '
~ ad=alb™'bld = {ab™"){bd) = (cd ™!} (bd) = be
{ =) Por hipotese ad = be. Dai
%. ab~!=aldd™'Ib ! = fadHd~ b7 )= (beMd " 'b™!) = ed”t . % .

(b}

S Loab! zcd™! -add ™! £ cbb™'d™ < fad £ be)ba) ! - 2CEDE

Deixamos como exercicio a demonstracéo de {c), (d) e {s). ®



EXERCICIOS

24,

. 28,

26.

27,

28

30.

31,

32

34.

35.

Daterminar o conjunto dos elementos regulares e o conjunto dos slementos inversi-
veis de cada um dos seguintes anéis:

al Z el Zy
b} @ fl 2y
cl Z x Z {produto direto] gl Mzi{R)

d} Z3

@sz!:g

Seja RIA} o conjunta dos elementos regulares em relagdo a multiplicagdo do angl A. -
Provar gue R{A} é fechado para a multiplicagdo & que R{A) = WA} quando A& § finito.

Ache o5 ¢lamentos inversiveis dos seguintes anéis:
8l (@ @ ,Qhlondea®b=a8+hb-1 e 3 b=-arb-ab

@ ® , &) é um corpo?
h) {ZxZ,+ .) onde [a,b)+ (e, dl=la+c, brdl e {a bY.lc, di= (ac, ad+ bol.

Determine os divisores praprios de zero do anel {Z x Z, +, » | do exercicio anterior.

Dé exemglo de um anel com unidade onde s6 a unidade é inversivel

al Quais 530 o5 elementos inversiveis do anel 2,37
bl Resolver em Z15 O sistema:

Bx+ Py=1

x+ Ay=T
Um elemento a de um anel A se diz idempotente se -E'll1 = a & nilpotante se existe n €N, ,
de modo que 'a" = 0. Mostre que o Onico elemento ndo nulo e idempoterte de um }

anel de integridade é a unidade e que o zero € o (nico elemeanta nilpotente de um |
anel de integridade. .

Obter o conjunto dos elgmentos nilpotentes dos seguintes andis: Z, Z, Zg, Z3%Z4 @
IRIR.

Mostrar que o conjunto dos elementos nilpotentes de um anel comutativo A & um
subanel de A .

Se E é um conjunto ndo vazio mostre que no anet A = % (E} todos os elementos
sdo idampotentes.

Frove detalhadamente o seguinte: se 3 € A lanel de integridade] e 8’ = 1, entdo a=1°
oua= -1, E

Mostrar que 3¢ A é um anel de integridade, x € A e % X, entdo x=0ou x= 1.

41,

47.

Seja A um anel com unidede tal que ¥ wx, ¥ x¢A Mostrs que A & um anel
de integridede se, @ somente se, A= {0, 1}.

Verdadeira ou falso: se A é um anel de integridacde ¢ L 4 um subsnsl da A, entdo
Ta= 17 Justifique.

Saja A um ane! gue possui um elemento & tal que ez
prio de zerc de A. Mostre que & & unidade da A.

=e, e nfio & um divisor oré-

Seia K= {0, 1, 8, b} um corpo. Construa as tébuas de adigSio e da multiplicagio demse
torpo.

Sugestio: Comece com a tdbua de multiplicagso; depois mostre que a «+ b= 1,
1+«a=h, et

Sejam A & 8 anédis com unidade. Acha os divisores préoprios de zerc de AxB bem
como 0s #lemantos inversiveis deste anel. Pode AxB {produto direto} ser um corpo?

Dado um corpo K, um subconjunte M C K, M # ¢, sa diz subcorpo ds K s
al 1EM .

bl a,b &M = a-beM ¢

¢ a,bEM 8 bF0 = a.b EM

Mostre que M § fachade para a adigdo » a multiplicagdo de K.

Mostre que (M, +, . } &, também, um corpo.

Verifigue se sdo subcorpos

s} M={0,1}de um corps K qualquar

b) M= {a+bija ben} docorpo €

c) M= {a+b+/3 s, beQ} docorpo A.

Detarminar gusis dos seguintes subconjuntos de IR sfo subcorpos:
A={a+by/7 |aca a bea}

b} Ba {a+b+y2 260 » beD}

o C={a /2 +by/3 [26a e bea)

d) Do {a+bV2 Jaez o bez}

Se B & C sdo subcorpas de um corpo A, entio B N C é um subcorpo de A.

Prove que o dnico subcorpo de @ é o propric Q.
Prove gue se K & subcorpo de O entdo K= Q.

Prove que @ é o “"menor” subcorpo de A.
Sugest#o: Prove que se K € subcorpo de R entdo O C K.

Verdadeiro ou Faiso: Existern infinitos subcorpas de IR?
D& uma justificativa razosvel para & resposta.




§ 32— HOMOMORFISMOS - ISOMORFISMOS

1. HOMOMORFISMOS

Sejam A e B andis arbitririos. Dentre as aplicagBes existentes de A em B,
tém importincia destacada aquelas que '‘preservam™ as leis de composigdo inter-
nas que fazem de A e B anéis, confarme os estamos considerando. O “‘preser-
var” af significa aquilo que pode ser visualizado no diagrama e que traduziremos
na definigdo a seguir:

Definigiic 8: Sejam A e B dois anédis. Uma aplicagio f: A —= B ¢ cha-
mada homomarfismo de A em B se as seguintes condiges se verificam:

it (¥ x vix,yeA = fix+vyl=fix}+ fiy}t

(i) (% x, ylx,ye A == fixy)= flxi{y)} ;

Exempio: Sejam A=Z e B=Zx¥ (_produto direto). A aplicagio f: Z — ExZ,.
dada por f{x)= {x, 0}, ¥ x € Z,  um homomorfisma de anéis porque 3

X e y)= (x+ vy, 0} = (x, 0) + ly, 0} = f{x} + fly) e

fixy} = {xy, 0} = [x, O}y, 0) = £(x}f{y) ‘

2  NUCLED DE UM HOMOMOQRFISMO

Defini¢do 10: Dado um homomorfismo de anéis f: A —= B, ¢ nijclea dé

f é o subconjunto Nif) C A (também indicado por Ker{f)}, definido da sequin- j
12 rmaneira: B

Nif) = {x € A | f{x) = Og}

Exempio: Achemos o nidcleo do homomorfismo que apareceu no item '
anterior: N(f)={meZ|{m, 0)~(0,01}. Logo: m € Nif} < m="0. Assim, |
N{f} = [0]. o
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3. PROPOSICOES

Seja f: A — B um homomorfismo de anéis.

P} fl0,) - 0, f(-3)= -fla), ¥ a€ A e fla-b)=fla)-fb), ¥a,beA

Demonstragdo: (A, +) e (B, +) sBo grupos ¢ f: A —= B é& um homomor-
fismo de grupos, Portanto a demonstragdo desses trés fatos é 3 mesma Jd feita
para grupos. Fica como exercicio. ® _

Se f:A — B é um homomorfismo de anéis e ¥ é aplicagdo injetora, di-
zemos que f é um homomorfismo injetor ou monomorfismao de anéis.

Por examplo, © homomorfisme f: 2 —= ZxZ dado por fix} « {x, O} @
injetor porque

fix)=fHyl = (x0l=1{y,0 = x=y

P;) O homomorfismo de andis 1: A - B & injetor se, @ somente se,
Nif) = {047

Demonstrag§o: { =) Seja x € N{f}. Entdio f{x) = Og « {0, ). Sendo f inje-
tora, segue dissc que x = 0,. Portanto N(f) = {OA 1.

{e==) Suponhamos x, vy ¢ A e fix} = f{y). Entdo:
fix}= fly) —= fix)- fly)=0g = flx- y}=0p == X-y=0,4 = x=v.
Logo f é injetora. & .

Se f: A — B ¢ um homomorfismo de anéis e se T é uma aplicacio so-
brejetora, damos o nome a f de homomorfismo sobrejetor ou epimorfismo de anéis.

Por exemplo, consideremos a aplicacdo f: ZxZ (produto direto) —= Z
dads por fix, ¥} = x, ¥ {x, v} € ZxZ, f € um homomorfismo de anéis porque

fl0x, yl e dx", ¥ 1= flxs X7, y e y) =200 X7« fx, y) ¢ {(x', ¥

o . .
f{lx, yix', ¥} = Fxx’, yy'd = xx’ = £(x, y) fix, ¥

Além disso, é também sobrejetor uma vez que, para todo a € Z, tomando qual-
quer par {a, y}, teremos fla, y) = a. ’

Py) Suponhamos f: A —= B homomorfismo sobrejetor de anéis. Entdo:

a) Se A possui unidade o mesmo acontece com B ¢ a unidade deste anel &
1g = f1,4); (b} Se_existe unidade em A e a € A 6 inversivel, entdo f(a) também:

P

é inversivel e fla~ 1) = {flah~ 1.

. | 'f"




Demonstragcéo. (8) Seja b um elemento qualquer de B. Entdo existe a € A
de modeo que f{a) = b. Daf

b(1,) = Ha)(1,) = Flal ) = Ha) = b
e, analogamente, f{1,)b = b.

Logo f(14) = 1p.

[

(b) falt{a™')=flaa™ )= f{1,) = 15, para todo a eA. Do mesmo fodo s |

verifica que f{a~!)f(a) - 15 Portanto (f{a))~! = f(a-'}). Recomendamos ao leitor

verificar onde usamos, na demonstragdo, a hipotese de que 1 é sobrejetora. ® -

Nota:

entdo f(L} também é wm subanel de B. E claro que f{L) # ¢. Por outro lado

f{L) & fechado tanto para a subtracdo como para a multiplicaciio da B pargue,
¥ x, yel:

flx) -flyd = f{x —y], Fixy)=fixy), e x -y, xy e L.

Logo um homomerfismo de anéis transforma os subanéis de A em subanéis de

B. Em particular, se f for sobrejetor, f(A) = B.

4. ISOMORFISMOS DE ANEIS

Tal como acontece para os grupos, de que jd tratamos, hd casos em que

as diferencas entre dois anéis A e B, enquanto considerados como tal, ¢o apenas

formais, Os elementos de A e os de B tém, vamos dizer, “nomes” diferantes,
pode acontecer o mesmo com relagdo 3s leis de composigdo internas anvolvidas,
mas ficam af as diferengas sob o ponto de vista da definicio de ansl. lsso natu-
ralmente pressupe que os conjuntos A a B sejam equipotentes e, algébricamen-
te falando, a existdncia de um homomorfismo relacionando A e B. Nessas condi-
¢Bes podemos considerar A e B “indistintos” como andis.

vaa | o i \

Se f: A «=== B & um homomorfismo de anéis e L & um subanel de A,

Definigio 11:  Sejam A e B anéis quaisguer. Uma aplicagdo 1: A— B
é chamada isomorfismo de A em B se
(iy f & bijetora
{ii) & um homomorfismo de anéis, isto g:
fix+ y) = Fx) + fly) e flaoyl = fix)fly), ¥ x, v e A

Nota: Natutalmenta todos os resultados vélidos para homomorfismos de andis
também sfo vélidos pai'a isomorfismos. Além disso, podese provar {em d‘emons-
tracio andlogs 4 que fizemos para grupos), que se f: A —= B & um isomar-
fismo de anéis, entio £ ': 8 =—= A também & um isornorfismo de 'anéas. [')BI-
Xamos proposto como exarcicio este resultado. Em razio desse fato‘ 8 gue dl?e-
mos que os andis A e B sio isomorfos, quando existe um isomorfismo relacio-
nando os dois.

Exempio: Sejam A e B anéis arbitrérios. Indiguemos o zero do anel B
simplesmente por 0. Sendo assim, se construirmos o produto direto AxB o sub-
conjunto Ax{0} é um subanel de AxB. De fato além de Ax {0} ser um subcon-
junto ndo vazio temos
g, 0}, {b, 0) € Ax{0} == {2, 0} -ib,0)=(a-b,0ke Ax{0} e
ta, 0)(b, O} = (ab, 0) ¢ Ax{0}.

Tal subane! & isomorfo ao anel A mediante a aplicacdo f: A —> Ax{0}
dada por fix} = (x, 0}, ¥ x ¢ A. Verifiguemos.

@ fix}-fly] = [x,0)={y,0)== x-v. Logofé injetora.

¢ Dado (b, 0) ¢ Ax{0}, & claro que tomando b € A teremos f({b) = (b, 0).
i550 mostra que ¥ & sobrejetora.

o ¥ x, yeA, flx+yl=lxsy, 0beix 0}« ly, 00« tix)s fly)

e x yeA, Hxy)=ixy,0=(x, 0 .ly,0- fix). fly)

Contra-exemplo. Vamos considerar agora dois anéis comutativos com uni-
dade, ambos formedos de quatro alementos mas, apesar disso tudo, nao isomor-
fos. Tais anéis sd@o Z4 = {0, 1, 2, 3 }cuias tdbuas (tdbua da adicio e tibua da mui-
tiplicagdo) vém a seguir

w N = O
w N - o
O W | e
- D W NN
N = O W W
W N = O

o o o Qoo
WM =D

N a N oW
- R T - Y
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e o anel A das fungdes de um conjunto X = {x, v de dois elementos no anel
Z, = {0, 1}. Os elementos deste Gltimo sdo as funcdes a, b, ¢ e o assim construidas

X —= 0O x —= 1 x —= 1 Xx —= 0
a . b P 4 _ e d

vy — 0 y —= 1 y —= 0 y — 1
As tdbuas da adigiio e da multiplicagio desse anel de funcdas so

+ a b c d a b c d

a a b c d a a a a 3

b b a d C b a b € d

C d a b c a ¢ ¢ a

d d c b a d a d a d

Para calcularmos b+ ¢ & c¢d, por axemplo,' procedemos assim
beclix)=bix)+clxl=1+1=0
{b+cllyl=blyl+elyl=1+0<1

o gue mostra que b+ ¢ = d: além disso
(cddx) = clxddix) = 1.0=0
tcd)(y) = cly)dly) = 0.1=0

o que significa que cd - a.

Vgjamos agorz porque ndo sdo isomorfos essés anédis. Se existisse um iso-

mortismo f: Z3 —= A, teriamos f{0) = a (zero de A} e f{1) = b {unidade de A},

devido &s proposicdes P, e P; sobre homomorfismos, vistas no item anterior.
Entdc haveria duas alternativas

fi2)=¢c e f(3)=d
ou '
f2y=c e f(3)-=c
Mostremos que nenhuma delas corresponde a isomerfismo. No primeira caso,
se f fosse isomorfismo, teriamos:
£(2.3) = fI2}(3) = #{2) = 1[2}f(3) = c=cd = ¢=a [absurdo).
A segunda alternativa nos levaria também a uma contradicdo, como é odhvio:

Logo, entre esses dois andis existe uma diferenca que nio € apenas formal

ou de "nomes’’. Alids, iss0 jo poderia ser percebido, de vdrios modos, através das

tabuas. Por exemplo, enquanto que na tdbua da adi¢io de A a diagonal principal

& formada pela repeticio do zero desse anel, 0 mesmo ndo acontece com 2 tibua

da adigio de Z,. Sugerimos ao leitor procurar outras diferengas desse tipo,
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Nots: Sejam A e B anéis. Suponhamos L um subanel de A, Se axiste um ho-
momotfismo injetor f: A —= B entic f{L) é um subanel de B conforme vimos
anteriormente. Dai f|L:L-~f{L) é isomorfismo. Logo, existindo um isomorfis-
me injetor de Aem B, o anel B contém uma “chpia” de cada um dos subanéis de A: pa-
ra cada subanel L de A essa c6pia & f [L).

5. CORPO DAS FRAGOES DE UM ANEL DE INTEGRIDADE
(EXEMPLO IMPORTANTE DE ISOMORFISMO DE ANEIS)

Todo corpo, como j& vimos, é um anel de integridede. Logo podemos dizer
que todo corpo contém um subanel que & um anel de integridade: ele préprio.
Nosso propésito agora é mostrar que, a menos de isomorfismos, todo anel de
integridade & um subanel unitdrio de um certo corpo.

Ssja A um anel de integridade. No conjunto AxA”™ consideremos a relacio
assim definida:

{a,b) ~(c,d) == ad=be

Nao é dificil verificar que se trata de uma relaglio de equivaléncia. Mostremos que
vale u propriedade transitiva. Consideremos (a, b}, (c, d) e (e, f} em AXA®. Supo-
nhameos que (a, b) ~{c, d) # {c, d) ~{e, f). Entéio ad - bc & cf = de. Multiplicando
a primeira dessa igualdades por f e a ségunda por b obtemos: adf=bcf 8 hof= bde.
Donde adf = hde. Como d * 0, segue desta Gltima iguatdade que af = be o que
significa (a, b) ~ (e, f}

Um elemento (2, b) do conjunto quocients K = {AxA ")/~ & indicado, neste

. Assim
K-{% laeA e be A"}

a8
caso, r —
por 3

Evidentemente

«— ada=be.

e
alo

Nosso objetivo 4 fazer de K um corpo. Inspirades no que foi feito no item
3 do pardgrsfo anterior definiremos

a3, c _asbe , 838 Cc_ X
b d bd bd &
quaisquer qus sejam % o % em K.
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Pode-se provar que essas definigdes independem das particulares representa- !
cDes das classes de equivaléncias. Fagamos isso guanto & multiplicagdc. Vamos su- |

por {a,b) ~ (m,n) 8 (c,d)~ (r,s) eprovarque 2 & - M ¥

d n s

Por hipbtese an= bm e cs=dr. Donde ancs= bmdr ou ({ac){ns}={bd}{mr). Vale
dizer: {ac, bd) ~ {mv, ns) ou, 0 que é sguivalente, 2 € - M I | € ume ques -

n s
tdc de pura roting provar que (K, », .} & um corpo. Dastaguemos o seguints:

# O zero desse corpo ¢ 0 elemento 2— {0 = zero de A: 1= unidada de A);

® A unidade de K é -,11-
® Dade 2 ¢K, -2
e b

® Dado & ¢X, se

b
a 0 as;-1 _ b
b T-;*T antio I_E} o

Mostraremos agorz qus A pode ser visio como um subanel unitdrio de K. i

Para tante consideremos o seguinte subconjunto de K: :
L={& | aeA}. f

E claro que L # ¢. Por outro lado, tomando % 8 l;— em L, teremos

'i = ‘t‘,' = u E -t-!- - a'—b 1
1 71 T cbe 3y ¢b ]
Logo L é um subanel de K. £ unitério pois :- é a unidade, tanto de K como de

L. Podemaos dizer, pois, que L € um anel de integridade. "

Trataremos agora de relacionar A com L. Se indicarmos por x um elemento '

genérico de A, um elemento genérico de L serd 11‘- . Logo, a correspondéncia

natural entre A e L é dada por

)(t—-l-l‘-

1
Vamos chamar de f essa aplicagio e mostrar gue se trata de um isomorfismo.
® fla+b)- 3__'; b . %+ ‘1’_ = fla)+ ilb), ¥a,beA;

= fla)f{b), ¥ & be A;

..'11 = (3, 1} ~{b, 1) = a-b.

s flabj- 8, 8
fabl= 3 - 3

o fla)=flb) —

—|w =

B2

® Dado y= % € L, é claro que X € A. Como f(x) = y, podemos dizer que f

§ sobrejatora.
Logo os anéis A e L podem ser vistos como o “mesmo"” anel, naturalmente
identificando cada elemento x € L com o seu oorrospﬂndmte-:i no isomorfisma

definido acima. Nessas condicBes & que podemos dizer que A C K ou que A
é um subane! unitdrio de K. L & simplesmente uma “‘copia” de A,

Observemos que & construgdo do corpo dos racionais a partir do anel dos
inteiros € um caso particular do que acabamos de ver.

EXERCICIOS

48. Vaerificar sa 8 fungéo f: A —= B & ou niio 6 um homomerfismo do ansl A no anel
B, nos saguintes casos:

19} A=z, B=Z, » fix)=x+1

2°) A=z, B=Z, fix}=2x

3% Aegz, B=ZxE, fix)a(x, 0
4% A=ZxZ. B=Z flx, yl=x

B% A=ZxZ=B, fix, yl= iy x)

6°) A=-Z B=Z, flx)=K

7°) A= 8=¢ (conjunto dos complexos) e fla+ bi)=a-bi
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5%

Determinar os ndiclaos dos homaomaorfismos do exercicio anterior,

Considers os andis £ ¢ ZxZ [produto dirato), Verifique se sfio homomorfismos & de-
tarmine o niclea,

a) HZwE —= ExZ dado por fix, y}= O, y}
b) f: ZxZ —— Z dado por Hx, yia y

cl £ Z —= ZxZ dado por fix}= [2x, O}

dl f: Zx2 —— ZxZ dado por fix, yl =« -y, -«
o f: 2 —= ZxZ dada por fix}= {0, x}

1w sl 17, N Eai, Mt e Vs

Dé um exemplo de anéis A e B 6 um homomorfismo 12 & —= B1al quet{lz) F1g
' a -b '
Mostra gue f: C —= M3 {IR] dads por fla+ bi)= ,% a bé€R&um mo-
' b a

nomorfisma de anis.

Solucio
Tomemos 23=28+bi 8 Z2a=c+di em C
Temos :
- (b+ g} arc - b-d
flzg + zg) = Filas ¢+ fb+ dii) = (a” )- ( * ) =
b+ d a+ g b+ d g+ ¢
e A N R B T
b E d c
flz; . 230 = fllac - bd) + fad + belid= (“""' "’d*"‘})=
ad+ be ac-bd
- —ﬂd— — -
" s A N A I I
ad+be ac - b g d c

53.
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Observemos que T d um monemorfisme pois
fizg)=flz) = [® ). [® %) = [ ¢
b a d < b=d

Sajam o3 andis A= {a+b/- 2 abEQ)a BeMziOh

= Zp = 3

4
- 2h) i E|
€ um home-;

a
a) Mostre que 12 A —B dods por fla+ by-2 = (b

morfisma.

b} f é um isomorfismo?

55.

886.

60.

61,

Considare os saguintas andls: (IR, + .} & (R, & , @ l,sendo a@® b=a+ bt 1 g
a @ b=a+ b+ ab. Mostre qua f: (R — IR dado par fixl=x -1, % x€R, & um isomor-
fisma de (IR, +,.1em (IR, @ ., & } Osfina o isomarfismo (nverso.

Sejs A um enel. Pars cada elemento invansivel a € A, sela f51 A —= A a aplicagio da-
da pels tei f5ix}s axa !, Mostre que §4 6 um izomorfismo e dé uma farmule para f;0fp

Seja f: A -—= B um isomarfismo de andis. Mostra qus:

- Al sea € A éum elsmento idempotente, entio fla) também o &

Bl se 8 € A é nilpotente, entdo Ha) € B também o §; -

Cl  se Apossuiunidads, a€A & 3 b, cf A (b, ¢ € UAH thisque a= b . ¢, entdo
fial € B pode tarmhém sar dacamposto em dois fatores da 8, ambos ada inversiveis.

Muostrs que. ngnhuma aplicaﬁé’o A =g ande A={x+y \/-‘I [x.yeal
B={x¢yy/3 Ix,ye@} 4isomorfismo.

Sugestio: Observe que se | fosse um iﬁamorflsmo da A em B, entio f{ \/'5 b=
=a+ b/ 3. . Calcule a saguir (2}~ 2 a partlr de f(+/2 Jaatb/3 .

Mostre que sa £ & um isamarfismo do anel A= {a+b V72 1abealnge préprio,

ant&ofiﬁ}uﬁ ou H\/E}i—ﬁ .

.

Mostre que se f: Z — Z & um isomorfismo de andis, entdo f ¢ a aplicagdo idénti-
ca dge Z. .

Sugestiio: Observe qua f( 1= %1 eque ¥meZ ' = me(T1h+.. .+ (21,

Mostre que s 1 Q —— @ ¢ um isomarfismo de anéis, entdo f € a aplicagdo idén-

tica de 40 . _ . -

Sugestio: Obsarve que f{1lw 1= ¢ LR N vazes, ¥ n e ¥,
n n n L |

A partir disto calcule fl i L
n

Calcular todos os hamemortismaos de Z pm Z.

Solugho

Seja f : 2 —» 2 um homomorfisrno tal qua 1) =k
Provemos gue Fix j= kx para todo x € Z:
19 §0)=0=k.0. '
2?1 Se fin)=kn, com nEN, entio:

fin+ 1)= fin)« f{1)=a kn+ k= kin+ 7}

portanto, por inducfo, a tese ssta provada para todo x € IN,
) SextZ ,mntio x=-Ix{ e ixi€Z, smbo;

Flx Jmf{- il Y-t wila—k {x l= k{-ix]}uk x
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Tendo provade que § & uma fungdo tinear de x, determinemos agora o valor de k
Coma flx.y}=fix).fly) paratodos x,y ¢Z, temos:
kixyl= kx}. kyl ¥ x y€E

e dai:
k=k? k=0 ou k=1

Conclusio ;K4 apanas dois homomarfismos do anel Z nels pfdpric: flxi=x e fix)=0.
Calcular togos os homomaorfismos de Z xZ am Z.
Deaterminar todas os homameorfismos do anel Z no enol ZxEZ.

Seja f: Zx2Z —> ZxZ dada por fix, y)= (mx+ ny, px+ av}-

a} Calculer m, n, p, g dé Mo !
t} Em quais desses casos f & um automorfismo 7

Ache todos os homomarfismos de Z em £4 - .

Sugestiio: Considers as imagens possiveis de 1 € Z por um homorfismo f: Z = Zq .

Achs todos os hamomorfismos de Z em Zg -

do que f seja um homomuorfismo do anel ZxZ nals mesmo; -~

a2 e

|

§4°— IDEAIS

1. IDEAIS NUM ANEL COMUTATIVO

Neste parigrafo e todas as vézas em que intervier 0 conceito de “ideal™,
a ser definido a seguir, estaremos considerando apenas andis_comutativos. A no-
¢do de ideal é das mais importantes em Aigebra: grande parte da teoria dos anéis
comutativas, como o leitor podera observar j§ a partir dos préximos itens e grande

parte das aplicagles dessa teoria, giram em torno de tal conceito. Vejamos sua
definigao.

] Definigio 12: Seja A um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto
I T A, | # ¢, é um ideal em A se, 8 somente se,

i {(¥xytix,vel = x-yel}
i} (¥YaxilfaeA e xel = axel).

Exemplos

1) No anel Z dos inteiros todos os subconjuntos nZ = {nq | q € Z }, ande
n é um nimero inteiro dado, s50 ideais. De fato:

® 0¢enZ umavez que 0= nd.

¢ nq; - ng = nlg, - q2) € nZ.

® alngl=nfag) enZ, ¥ aeZ

E possivel, por outro lado, provar que se | & um ideal em Z, entdo existe
n € #de tal modo que | = nZ. Isto serd feito no item seguinta.

- 2}  Para todo anel A $55 ideais em A, como & ficil verificar, os subcon-
juntos {0} e A. SHo os chamados ideais triviais de A,

3)  Seja A o anel das fungBes de IR em R. Mostremos qus & ideal em A o
seguinte subconjunto de A: 1= {f:R —=R | f(1}=0}.

® A fungio nula pertence a | pois avidentemente se anula no ponta 1.

® Sejam f e g funcBes de 1. Entdo f{1) = g{1} » 0. Donde (f -gl{1}=f{1) -g{1).
=0-0=0.0useja, f-gel.

® Seja f uma fungdo de | e h uma fungo de A. Entdo (hf}{1) h{1}f(1) =
=h{1). 0=0. Logo hfe I. :

4) Seja f: A ~—= B um homomorfismo de anéis. Mostremos que o nicleo
N(f) & umn ideat em A. Lembremos que Nif)- {x ¢ A | f{x}= 0 {zero de B) 3
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e Como f(0,)~-0p , entdo 0, € Nif)

® Suponhamos x, y € N(f), Entdo fix]=fly)-0. Dai fix -y)=fix} -f{y}=0-C-
= 0. Donde x -y ¢ N{flL

o Suponhamos x € Nlf} ¢ a ¢ A. Entdc flax) = fla)f(x]} - fla)0=0 o que
quer dizer que ax € N{f).

Nota: E claro que todo ideal num anel A é um subanel de A. Contudo a reci-
proca nio vale. Por exemplo, Z & um subanel de @ mas ndo é um ideal em O.

1 1
Basta notar que 1 € Z, % ¢ Q, mas 7 1=.§ ¢z

CB'r—opo_srt;Eo@ Seja | um ideal num anel comutative A. Entdo:
(Eroposigdo.

fa} 0el ({istoé, o zero de A pertence a 1};

b)) (Waael =— -acelk;

(¢} {¥a bla,bel=— a+bell

(d} Se o anel A possui unidade e se existe um alemento mversfvel ueA
tal que u € I, entdo | = A

Demonstragido:
{a) |l#¢ == 3 agl=> a-ael=—0¢lL

(b) ael, por hipStese, e O € 1, devido a parte {a); logo, 0 -a¢l, isto &, -ael.

{¢) Como a e b pertencem a |, por hipotese, entiio a e -b pertencem a |;
logo,a -(-b) e 1. Donde a+ b € |, '

{d} Seja a € 1. Podemos escrever a= a- 1. Como u é inversfvel, existe um
elernento v € A de maneira que uv= 1. Donde a= {au}v e usando 3 condi-
cio {il) da definicio, temos:

acAewuvel = auel
aucl e ve A = faulve
e podemos concluir que a € |. Provamos assim que A C I. Como obvia-

mente | C A, temos entdo a igualdade proposta. =

2. IDEAIS GERADOS — IDEAIS PRINCIPAIS

Seja A um anel comutativo. Tomemos a;, 3z, ..., 8, € A {n2 1}). Indique-
mos por <a,, 8, - - - ,3,> O seguinte subconjunto de A:

By, A, e B = iXpEy ¢ Npdz Lt X8, %1, %2, ... Xy €A}
Tal subconjunto ¢ um ideal em A. Verifiqguemos:

® 0=0a,+0a;+...+0a, = De<a,dz, ... .

¢+ %
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vk xnan

-3 ) 3 Xy,.on, X, €A | r=xpa;y+
Jr.se<al,a3,...,an>=> 1 n | 181
3Y1'---;Vn€A|S=vlal+

T vnan
Daf
r-s={x;-ylay +

e ixp-vola, € <ag, 9, ..., 8, >

. @ Deixamos como exercicia a verificagdo que falta fazer.

Definicho 13: O ideal <a,, a,. .., a, > obtido segundo as considera-

_ gdes acima é chamado /deal gersdo por a;, . . . , a,. Um ideal gerado por um
sb elemento a € A recebe 0 nome de ides/ principal garado por a. Neste caso,

. além da notagiic < a >, também & comum a seguinte: aA. {Esta Oltima jé foi usa-

. % da, o leitor dave se lembrar, para indicar os ideais em Z.) Se todos os ideais de
: um anel de integridade sdo principais, antio este anel é chamada de anef principal.

: - Exempio importante de anel principal:  Afirmamos no item anterior que to-
i-do ideal em Z & do tipo nZ, para um certo n natural conveniente. Justifiquemos .
asa afirmacdo.

Justificagar  Seja | um ideal em Z. Se | consta apenas do elamento 2810
@8 Z, ou seja, 1= {01, é claro que | é principal pois <0>- {0].

Suponhamas | # {0}. Seja entdo b o menor dos elementos de | dentre
que sdo estritamente positivos. {0 fato “x e | —— -x € |” nos garante,
te caso, a existéncia de elementos estritamente positivos em 1.). Dado,
pis, um elemento qualquer a € | sabemos que exlstem q, r ¢ Z de maneira que
bq + r{0 €r <b). Daf

r=a-bqg

gue acarreta que r E l,jd quaa,bel. Comob é 0 menor elemento estritamen-
o positivo de |, ndo é possivel 0 < r < b: portanto, r = 0 e daf a = by, ou seja
‘2 € < b>. Com isso provamos que | C < b>>. Como naturalmente < b>> |, pois
b € |, ent3o tamos a igualdade | = < b> que vem provar nossa afirmacio. =

Proposigio 6: Seja A um anel comutativo com unidade. Entdo: A & um
porpo se, e somente se, 0s Onicos ideais em A s8o os triviais.

. Demonstracda: { ==} Seja | um ideal em A diferente do ideal nulo, isto é,
§ # < 0>. Entdo existe um elemento a € | tal que a % 0. Como A é um corpo,
b ¢ inversivel e, pela proposicio 5 -d, 1« A
1 { ==} Tomemos a ¢ A, a ¥ 0, e consideremos o ideal I = < a>. Levando
M conta a hipbtese, podemos dizer gue <a>>= A Logo todo elemento de A pode
escrito assim: xa, com x € A. Em particular, existe x, € A tal que 1 =xga 0
se vem mostrar qua a & invarsivel. Quer dizer, a é inversivel qualquer que seja
A, a#0. Llogo Adumcorpo. =
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3. OPERAGOES COM IDEAIS

a) Intersacgdo

Dados os ideais | @ J pum anel comutativo A pode-se mostrar gue § N J

também é um ideal em A. De fato

e0cl e0el = 0Oeinl

e x,yelNJ— [xyele x,yed — Ix
== X -y €IMN.J

® xelNJeaeAh = (xel, xed 8 ae A} = laxel 8 axe.l}
= axelNJ

-yel &8 x-yeld =

b} Adigio

Se | e J sdo ideais em A, indicamos pela notagio I+ J o seguinte subconjunto
de A:

le d= (x+y xel e yedl,

Trata-se também de um ideal em A porque, além de ndo ser vazio:

i) r.sel+d == (r=Xx;+y; € S=Xz+yz COM X3, %3 cley,yell=
o r-5=(% ~Xz}+ {yr -y2) E 1+

fi) {acl e rex+yeleJ com xel e yeld = ar=ax+aye b+ J

]

O ideal | + J & chamado ideal soma de | com J. E claro que |« J=J+ |,
1 Cled @ JC 1s

Proposigio 7: Sejam | e J ideais num anel comutativo A. Entio:

@) 1M1 Jé o maior ideal contido am | e em .k

(b} 1+ J & o menor ideal que contém | e J.

Demonstragdc:  Naturalmente o “maior” e © “menor” que figuram no
enunciado referem-se a relagio de ordem “inclusdo”.

{a) Seja L um ideal en Atalque L C) ¢ LCJ. Entdo L C N

b} Seja L um idealem Atalque ICT L e JC L. Entdo: rel+d —
= {3aIxel e a\}EJIr=x+y) = rel (pois ”,yelL =» x+yelL”) Lo
gol+JCL ®

DEAIS PRIMOS E MAXIMAIS

4.

Definigdio 14: Seja P um ideal num anel comutativo A. Dizemos que P €
um ideal primo se P * A e se é verdadeira a seguinte frase:

{vabe AHa,beP == acP ou beM

% ?’f}

160

_d

Exemplos

1} {0} em Z & ideal primo pois {0} #2 e abe {0} = ae {0} oube {0}
2) 2Z em Z é ideal primopois22 #7Z ¢ abe2Z = 2 |ab — 2{a ou2b
> 8€2Z ou be2Z

' 3) No anel ZxZ (produto direto) o ideal P = {0 }xZ é primo porque, além
de ser diferente do anel ZxZ, o que é dbvio, temos:

(s, blc, d) ¢ {D}x2 == (ac,bd) € {0}xZ = ac=-0 = a=0 ou c=0=
o (8, b) e {0}xZ ou {c,d) e {0}xZ.

Definigdo 15: Um ideal maximal num zanel comutativo A é um ideal M,
‘M # A, com a saguinte propriedade; o Unico ideal em A gue contém M, e é di-
“ferente de M, é o propric anel A. Quer dizer, M é um elemento maximal, em
- relagdo 4 inclusdo, no conjunto dos ideais em A gque sfo diferentes de A.

Exemplos

1} 22 em Z é ideal maximal pois 22 CZ ese JéidealemZ e J D22 en-

- i Z

o led a J=F.
' 2} No anel A= ZxZ (produto direto} é maximal o ideal M= Zx22.
~ De fato, seja J um ideal em ZxZ tal que M C J. Entdo existe {a, b) € J de
maneira que (a, b) ¢ M. Isto significa que b » 2g + 1 [nGmero impar). Coma
vla -1, 2q) € J, pois se trata de um elemento de M, entdo

é (a,2qg+ 1) -la-1,2q}=(t,1} e J

£

Pertencendo a unidace de A ao idesl J vale a iguaidade J - A. Assim o
ico ideal em A, estritamente maior gue M, é A.

Proposigao 8: Seja A um anel comutativo com unidade. Entdo todo ideal
maximal em A é primo.

] Demonstragia Seja M um ideal maximal & suponhamos ab ¢ Mea ¢ M.
tConsideremos o ideal << a > + M em A que indicaremos apenas, como & costuma
ineste tipo de soma, por < a, M>. Sendo assim a e <a, M> e MC <a, M>.
FComo porém a £ M, temos entio M C < a, M >>. Do fato de M ser maximal re -
ha entfo que < a, M 2> = A, Isto significa que todo elemento de A pode ser
presentado assim: xa + m, com X € A 2 m ¢ M. Em particular, existe x, € A
@ axiste my ¢ M de tal maneira que 1= X33+ my. Portanto

b= %o (ab) + bmg

e mostra que b ¢ M, pois, tanto ab como my, estioem M. =
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EXERCICIOS

. Verifique se sio ideais:
(’ {6.2.%} no anel Zs :
(.L mZ na anel Z;
mZ x nZ no anel ZxZ ;

dt {x €z | mde Ix, 5)= 1} no anel Z;

GT) {x e Z | 9 divide 21% } no-anel Z;
{\f)' {x € 2 | x divide 24} no ana! 2.

P {x ez | & divide x e 24 divide x 21 no ansl Z;

W Znoaned I, & . ®
doa bEQ;
) 22 no anel (Z,+, -} ande a adi¢ic é ausval @ a. b= C paratode 8, b €Z;

Q“_{f: m—= R | f0)= 0} no anel R

(&

ideal 8 esquerda em A se, e somente se;

(¥ x yllxclayel == x -y&H (¥x zl{x€lazeA = xzEl)

o La-{(: g)- o beRr}

& L= { (; :;)

¢ @B, Wostre que & um ideal em A 0 conjunto dos séus glementos nilpotantes.

’ Sugestio: Para mostrar que esse conjunto & fechado pate a subtragdo, tomando x 2
. +

y nilpotentss e tais que: x* = y5= 0, considere [x+ y)' " ¥

Verificar s 30 ideals & esquerda em Mz (R}

ca) b= { (; ?o) | a,beR}

bl La= { (a b) la, b, ceR}

aber}

[+] €

70 Descrever os segumtes icleais principlll.»
al <2>cm!5 *50 3- Ao
) <-5>emZ DL

0 <2>ema g
d<v2>em R

— N
o <3>em2y -
fl <2>em2z A

@ <-2> emm -

&
hl <1-i> em €

71.  Determinar todos os ideais de Zg.

Mostra que todos os ideais ds umn anal\zz sdo prlﬂCIpals
' L
” 73 al Seja 1 um idesi do anel comutativo A. Provar que
* J={X €A% 120, %i€el} éum idast da A.
) Determinar J no caso A =2y 0| =< 2>,
1 L

}ondes ® b=a+h-1 ¢ a @ b=a+b -ab para to-

L
Sendo A um anel {eventualmente ndo comutativol, dizemos que | C A s | % Zéum-

74,

e

Seja A um anel comutativo, Dados B € Ae b € A dizemos que “a & associada de b’
quande alb e ba.

_al Provar que “a 4 associado de b, equivale a “os idesis <a>> @ <b>> s iguais”.
b} Quais sio os elementas associados de 5 no anel Z 7

Sejam a, b e ¢ elementos do ansl de integridade Z. Mostre que %6 8 = bec @ b Fta,
entio <a> C <p>,

Sejam 1=<Ca>> @ J=<b>* ideais num anel A. Mastre I-J—{xlet’:‘lave.l}é
um ideal em A e | . J=<ab_>

Sejam | @ J dois ideais do anel A. Mostrar gue se | M .J= {_O}entéo xy = ( para todo
X€|l & ye.

Se {I,) 6 uma familia de idesis, mostra que ) 1. & um ideal. -

al D& um exemplo de dois ideais | & J num anel A de mode que | U J nZo & Ideal de A.

bl Se |y C it C iy ... & uma seqiéncis de ideais em A, mostrs que U I, € um ideal
ds A r

Sejam | = <x > 8 J= <y > dois ideais de Z, Mostrar gue |1+ J= <mde (x, y}>> o que
I Nd=<mme (%, y)>>; sm seguida determinar < 12 >+ < 215> 9 <122 (<21

Soluglio

19 Lembremos que m 6 mme la, b) sa, e somente se, 8| m, b | m;a|m ob|m =
= m|m: m;’q.
Provemos que <a> M <h>> =

< m>>, Sendo x um elsmento qualquarl de Z, te
mos:

«e<a> = alx
xe<la> N <p> =
x €<b> = b|x

S mix = x e <m>

portanta, <a> N <p>» C <m>
2

2% Lembremos que d & um mdc {a, b) e, e somente s, d 320; 6 |3, d |b; & |8 @
d|b=d |d Provemos que <8 >+ <b >= <d>Puraqualquerlntdroxtamus
xe<<a >+ <p> =>x =ra+sh

dja }=>d]x = xe<ld> -
d|b :

portanto, <.a>>+<p> C <{d>

Sendo <a> + < b um ideal am Z, <<a>>+ <b> & um ideal principal. Seja d' um.
gerador de <a> + < b>>, Temos :

aza+0 = aE<a>+ <p> = o' |a

= d'l -
baOsb = be<a>r<b> = g lg [ - 0'9 ™ <d> € <a>

<d>C <a>+ <p>
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39}I Em conssglencia do exposto
<12 N <212« <mme (12, 211> = <84>
<122+ <212 @ < mde (12, 211> =< 3>

81. Sujam a, b e ¢ slemantos fixados de um ensl A. Prove que
s bc>w{axtbyrczixy z€eAl}
é um ideal em A. Em seguida, determine m € Z tal que < 12, 20, 282> =< m> no
anal Z.

e

82  Sejs f um homomarfismo do anel A no anel A’. Mostre qua se | a J wio ideals em A, entdo
00+ 0= §{) + £

83. Sejs | um ideal no anel A & a um alemento fixo de A. Mostre qus o conjunta
<l a>={i+rali€l e_reA}éldealemA.
Determing, no case A= Z, o idesl < <4 >, 6>,

84. No anel Z considere o ideal § = <C 3 > Mostre que o (nico ideal em Z que contém |
¢ o préprio Z; generalize este resultado.

Sejarn by, 82, . .+, 8, € A, Supondo A um anel com unidade mostre que<lsy.8s. ...
cea s 857> &0 menor ideal em A que contém {og.84.... ‘B

BB. Seja a urh elemento idempotente de um enal A com unidade. Mostre que
A=<a>+<1-a> aque <a> N<1-a>={o].

87. Mostre que um enef comutativo com unidade A ¢ anel de intsgridade se, o somante sa,
<0> § primo,

BB.  D# exermplos de ideais ﬁrimos € ndo maximais.

89.  Seja a ¥ 0 um nimero inteiro. Provs que << a = 4 primo sa, ¢ soments se, 8 é primo.

90. Se | é um ideal no anel A & #a P & um idesl primo em |, entSio P & um [desl em A.

A Prova.

Mortre que todo ideal primo P <00 2> am 2 é maximal.

@ f‘ﬁ‘énrs q]E;max.ml emA=RP o idesl M= {fe A |r11m0}.

-§60— AN EIS-QUOCIENTES

1. CONCEITO DE ANELOUOCIENTE

R S

S T

' Sela ! um ideal no anel comutatwo A. Consideremos 3 relagic ~ sobre A
 assim definida:

¥x ve A x~y e x-yel
Trata-se de uma relacdo de equivaléncia sobre A pois

® B¢l
| ] x-\—v

= x-xeb{¥xeA)
= Xx-vyel

= x~x(¥xeA
= - (x-ylel
= x-yel e y-zel

> y-x¢€l = y~x
* X~y @8 y~2 = N-yl+ly-2)el =
= x-2¢cl = x~z .
_ O conjunto-quociente de A por | é indicado, neste caso, por A/l, notagio
gue ¢ mais sugestiva pois, na verdade, a relacio é determinada pelo ideal cor-
- siderado.

Proposigiio 9: Se, com raspeito 4 relacdo introduzida acima, a classe de
equivaléncia de um elemento a € A é indicada como de praxe por @, entao
d={a+iliel}.

DemonstragSo:  Indiquemos provisoriamente por E o conjunto 1a+i|iel}

g e T g e

k eprovemos que a " E & E Ca.
Saja x ¢ A. Entdo
'xe@d => x~a8 > x-a€l = (Ji;eltalquex-a=i}
‘X=a+i;) = xeE Donde aC E. '
Para demonstrar a inclusdo contrdria é s6 percorrer a seqliéncis de implica-
¢0es acima no sentida contrdrip. ®

=130 ¢l

Notagdo: Com base no rasultado anterior indicaremos por a + | a classe
de equivaléncia a. a+ | = @ é chamada classe Jateral determinada por &, modulo
1, em A '

E bom frisar que: ael=bsl e= a~b «= a-bel

AdigSo am A/l

Afrase (a+ 1)+ {b+ 1)=(a+ b+ 1, % a, b ¢ A, define uma lei de composigio
Einterna em A/l. De fato, sea+ 1=2"+] & b+1=b'+ l,entio a-a’cleb-b'e
pi. Dal {a-a’)+ (b-b}=(a+ b} -{a'+ b’} € !, vale dizer, (a+b)+ = {a'« b’} + ).

Essa lei de composicao intarna 8 a adicio em A/). )




Ralativamente a assa adigic, A/l 6 um grupo abeliana porque

o [(a+ b+ [{be )+ {c+ BH]={a+ Do f{b+cle i]=[a+ b+ ecl]+I=[lasb}+c]+ =
=[a+b)+ 1]+ e+ N={la+ + b+ ]+ (e+ 1)

® A demonstragio da comutativa fica como exercicio.

® O elemento neutro é a classe 0+ §= |, ou seja, o propric ideal L.

® Paracadaclasseaela classe (- a)+ | & o elemento oposto de a+ | pois
fas Dsl-ae=(a-aj+t=0+1=l

Logo fa+ )= (-a)+ L

Muttiplicago em A/l

A frase la+ 'Mb+ N =ab+ 1, ¥ a, b el, define uma lei de composigdo inter-
na em AJl que serd chamada de multiplicagdo. Verifiquemas tal afirmacgdo:
arl=a'+| e bel=b+l = a-aeleb-bel Dai

bla-alel e a'lb-blel
Logo

bla - a)+a'{b-b’)=ba- ba’+a’b- a’'b’=ba- ba" ¢l
Isto significa que ba+ t=b'a'+ I _

Essa multiplicagdo apresenta as seguintes propriedades:

&) associativa {exercicio)

b) comutativa {exercicio)

¢) & distributiva em relagio 3 adicio pois

@as N {(b+ N+ fce V)= {a+ N[ibech+ I}=[alb+ c)]+ V= (abrac) + | -
—(ab+ 1)+ fac+ 1) =da+ Ni{b+ N« (a+ Nlc+ 1)

Além disso, se o anel A possui unidade, o anel A/l também possui: é a
classe 1+ 1, onde 1 indica a unidade do anel A.

Portanto, (A/}, +, .) & também um anel comutativo (com unidade se A
for um anel com unidade). .

Definigia 16: Dado um anel comutativo A, se | € um ideal em A, o anel.

[A/l, +, .) introduzido segundo as consideracdes acima, recebe o nome de anel
guociente de A por |. -

2. O TEOREMA DO HOMOMORFISMO

Seja f: A — B um homomorfismo sobrejstar de anéis. Se | indica 0
nucleo de f, entdo A/l e B sdo anéis isomorfos.

) Demonstracdo: & vimos, exemplo 4 do item 1 do pardgrafo anterior, que
o nicleo de um homomorfismo de andis & um ideal. Logo tem sentido falar em
A/, confarme o enunciado.

Observemos que, dados a, a' ¢ A,
a+l=a'+ ) = a-8'el=> fla-a')=0{zero de B} = fla) - fla)-0 —
fla} - fla').

. Isto s_ignifica que s associarmos a cada classe X + | o elemento f{x) do anel

B, fica definida uma aplicagio v de A/l em B. Mostremos que esta aplicacdo,
dade por ¢ix+ 1) = f(x}, ¥ x € A, § um isomorfismo de anéis.

® ollas N+ (beDl=wllacb)+ H="Flasb)sta)+ flb) = (a+ 1)+ plb+ 1}

® o{fas b+ N)eyiab+ 1) = flab) = fla)tb) = pla+ 1) @b+ 1)

® fla}=fla’} =+ fla) -fla)e0 = fla-a1=0 == g-a"€¢l — a+l=

=a'+ I,

. PHado b € B, existe a ¢ A de modo que f{a) = b, pois f é sobrejetora. Con-
siderando a classe a+ |, vemos que i {a+ 1) = fla) = b. Logo v é sobrajetora. =

3 HOMOMORFISMO CANONICO

AT -
4

- Observafrdo o diagrama anterior percebe-se que a correspondéncia natural

_ hganc!o os anéis A e A/l é a aplicagdo, que indicaremos por o, definida da seguinte
maneira: oia} = a+ 1, ¥ a ¢ A. Na verdade tratase de um homomorfismo sobraje-
4 tor o que, alids, decorre da propria maneira como foram definidas as leis de com-

E posicdo internas em A/, Verifiquemos.

® gla+bl={avrbl+1={a+l}+ (b+ )= gla)+ alb)

® glab) ={ab}+ 1= {(a+ 1){b+ 1} = ola} olb)

: * Por Oltimo, dada uma classe x + |, é claro que ela é imagem do elemento

x € A, pela aplicacio 0. Logo o é sobrejetora.




O homomorfismo acima definido é chamado homaomorfismo canénfc:.) ou
homomorfismo natural de A sabre A/l. Com ele podemos compor o seguinte
diagrama de anéis e homomorfismas.

A_-——'—-u-B

N S

AN

onde O g="*

Exemplo: Consideremos os anéis A = ZxZ (produto direto} e B= Z. Jd
vimos anteriormente que a aplicagdo f: ZxZ —* L, dada por fix, v) - X,
W {x, y} € ZxZ, é um homomorfismo sobrejetor. Seja | 0 nicleo de f. Entdo

= {(x,y) e ZxZ { x=0} = {{0, v | veZ}

Portanto
fa,bl+ 1={c,d)+1 e (ab)-lc,del = (a-c,b-dlel <=a=¢

Logo

(@, bl+1#£ie,dl+ |l = a¥fc

Disto resulfa que )
All= {{m.O)+ 1 ImeZ}

Neste caso entdo
gla, bl={a D}+ 1, ¥ {2, bl e ZxZ

e
e(im, 0+ l}=m V¥ meZ

EXERCICIOS

- 93, Construir as tabuas do anel-quoclente A/l nos seguintes casos;

al A=Z e I=<2>

b) A=Z & I=<<4>

) A=Z o 12X m>

d) A é um ene! qualquer ¢ | = < 0>

&) A éum ane! qualqusr e 1= A

fl A=2Z3x¥ e 1=Z3x2Z

gl A=Zg o [=<3>

h) A=Zg e |=N[Al=conjuntos dos elementos nilpotentas de A

84 Construa as tibuas dos seguintas anéis-guocientes:
2s/13) o 127 x2Z3) /<7, 0>

95. Provar que 2Z x 3Z é subanel & um idesal Z x . Daterminar:
x 2}/ (2% x 3Z).

)

88. Quais #50 os possiveis andis-quocientes no corpo R dos ndmeros reais?
Sugestio: lembrar da proposicso 6.

i,

97.  Mostra que se A postui unidade, entio A/l também possui.

.
( 98. ° Mostre que a+ | € A/l & inversivel lsupondo A com unidade} se, @ somente 86, 3 re A

@ ~ demodogus as r-1 €1,

g 1T

89, Dé um exemplo de um anel-de (ntegridace A/Aﬁe um ideal 1 am A gal qua A/l ndo
§ integridade. AN g - Y w RS0 o
Awsolva o mesmo enrcrc;&qm/ndggigméa‘ﬁ_o S

..

-

L \100- Bendo | o idesl constituido pelos elementos niHpatentss da um ansl A, mostre que

|

1 & o Unico elemento nilpotents de A/l

Soluclio

Seja ¥ um elemento nilpontente de Afl. Temos:

3 nENI(@"=0 = aM=0 —> ale| =+ I men [(PNMe0 = oM p

=y g€l a=a+l=1

¥ 101. Dado o homomorfismo f: Z —= £4 definido por f{m}=m:

al Construs o niicleo de f:
b) Detarmine o homoamarfismo candnico ds £ sm Z/N(f).

i 102. Seja A um anel comutativo Com unideds. Dado um ideal | em A prove que:
' a) AJt & corpp = 16 maximal. ’
b) A/l & anat da integridade === | é primo.



§ 62— CARACTERISTICA DE UM ANEL

1.  MOLTIPLOS DE UM ELEMENTO DE UM ANEL

Seja (A, +, .} um anel. Entdo (A, +} é um grupo abeliano. Sendo assim j4
vimos no capitulo sobre grupos que se define miltiplo de um elemento a ¢ A,
ssgundo um nOmero inteirc m, da seguinte forma:

sem=0, ODa=0p ' ]

sam=>»0, ma=(m-1la+a

sem <0, ma=(-m}-a)

{por recorréncial

A partir dessa definicio sdo vilidas as seguintes propriedades:
(&} {mnla=mina),¥ m.neZ ¢ ¥ acA.

bl {m+«nla=ma+na, ¥ m,neZ e ¥ acA.

(e} (-mla=m{-a)=-(ma), ¥y meZ e ¥ acA

Aldm dessas hd uma outra, especifica dos anéis com unidade, que teramos
@ ocasiao de usar virias vezes neste parigrafo. Ea proposicio a seguir.

Proposicio 9: Seja A um. anel com unidade. Se m @ n sfo dois nimeros
inteiros quaisquer, entdo (mn}l, = (M1, ){n1,).

Demonstragder  Inicialmente suponhamos n 3= 0 & procedamos por indugdo
neste caso. Se n=0, entdo {mn)1,=01,=0, e{mips}nl,}={m1,4)0, -0, .

Seja r > 0 um numero inteiro e admltamos que seja verdadeira a frase
{mel1 4 = (M1,Hr1,), ¥ meZ Dal:

[mirs D)1, = (mre m)ls = {mr)T, o mlg = lmipdrt ) e mig = (m1 el e dg)e

= (ml)jlr+ 11,]. '
Suponhamos agora n < 0. Entfio:

(M1, Hn1 5 = (M1 - ({-n}1 40 e -[Im1 o HE-nM1 1 1] = =[{m{-nD1 415 -[-(mn)1, )=

2. CARACTERISTICA DE UM ANEL

Seja A um anel. Consideremos o seguinte subconjunto de N*:
S- {neWN* | na=0 {2ero de A), waeAl.

170

;J" Como S é um subconjunto de N* hd duas possibilicdades apenas:
(i S=0¢
Quando isto acontece, dizemos que o anel A tem caractsristica zero.
Exampio: Qs anéis Z, O, R, C, tém caracteristica zero porgue, tomando
- a= 1, por exemplo, entdo n. 1= n+ 0, ¥n e N*, em qualguer um desses casos.
" li) S # ¢
_ Neste caso, existe 0 minimo de S {princépio do menor nimero inteiro). Se
" o minimo de S é o nimero natural h > 0, dizemos que o anal A tem caracterfstica
RO
Exemplos:
1) Seja E um conjunto qualquer ndio vazio. Entdc o conjunto A= ¥ (E)
das partes de E é um anel em relacdo &s sequintes leis de composi¢do intermas:
adicio: X+ Y= [ (xNV)
¥ (xuY)
Loe multiplicagdo: XY = X MY [ver exercicio 7 — Cap. Il1).
Observemos que o zero desse anel é o ¢ . Com efeito

X+ g- Coxnd Co-X¥XeA
. {xU ¢}
Por cutro lado existem elementos em A diferentes da ¢: pelo menos o conjunto E.
Como tE = E # ¢, podemos dizer que a caracterfstica de A ndo é 1. Por lltimo,
observando que

X+ Xa= Clxnxn . [:x ¢, ¥ XeA,

(XU X X
B entdo a caracteristica desse anel é axatamente dois.

'2) Consideremos um anel qualguer Z, de classes de restos @ mostremos
F que sua caracterfstlca ém> 0
Dado @ e Z, , temos

ma= mial) = {ma}? = {am)1= almT} = am= a0 0.
E Por outro lado ndo podemos ter ta=0, ¥ ¢ Z, com 3 <r < m, pois isto im-
j plicaris que o
] fa7-0
| Dal entdo 7= m que equivale a r = m (mod m), ou seja, r = 0 (mod m). Logo
£ m | r o que & impossivel.

Notsgda indicaremos par clA} a caractaristica de um anel A
-Proposigio 10:  Seja A um anel com unidade. Entio a caractaristica de A

& igual ac perfodo da unidade (no grupo aditive A

m




Demonstragdo

19 casor clAY=h> O
Entdo decorre da pripria definicdo de caracteristica que hl 4 = 0 (zera de A).

Suponhamos que fosse possivel 0 seguinte: 11, « 0, com 0 < r < h. Dal ento,

YaeAh,
ra=r(1pal=(r1,)a=0a=0
o que ndo ¢ possivet dado que D<r<h e clAl=h.
Logo olis)=h,

22 casa;  clA)=0. Fica como exercicio a demonstracio de que ol Al=0.m

Proposigdo 11: A caracteristica de wm anel de integridade A ou & zero
ou @ um ndmero primo.

Demonstragdo:  Seja A um anel de integridade cuja caracteristica é diferente
de zero. Seja c{A}= h> 0 Provemos que h é primo. Se ndo fosse existiriam dois
ndmeros naturais ndo nulos r e s de maneira gue
h=rs ¢ T<r,s<h

Nessas condi¢es é claro que r1, # 0 e st, #* 0. Ndo obstante temos
{r1A}(51A} = [rSHA = h1A =D

ou seja, r1, 8 51, sdo divisores préprios do zerc em Ao que é absurdo. =

Nota:  Seje A um anel com unidade. Palo qua vimos até aqui & claro qua o con-
ceito de caracteristica de um anel com unidade estd intimamente ligado ao se-
guinte subconjunto de A: Z1, = {m1, | me Z}. Tal subconjunte & um subanet
de A pois, além de ndo ser vazio (o elementd 1, e © zero de A, por exemplo,
partencem a ele), temos o seguinte:

® ml, - nlg=im- nit, e

® {(mlg)nl )={mni, ,% mneZ

Evidentemante Z1, & um subanel unitério e comutative de A. A proposicéio a
seguir enfatiza ainda mais a conexdo desse subanel com a caracteristica de A.

Proposicio 12; Seja A um anel com unidade. Se a caracteristica de A &
h> 0, entdo Z1, ¢ isomorfo a Z,. Se a caracteristica de A ¢ zero, entdo Z1,
é isomorfo a Z.

Demonstracdor  Faremos a demonstragdo apenas no caso em qus c{A)=
= h> 0. A cada elemento r ¢ Z,, associemos o alemento r1,. Mostremos que se
trata de uma aplicagdo: :

1m

E Fes = h|lr-s)=> r-s=ht{teZ) = {r-shiy={ht)1, -0 (zero

é.
¥
!

- s

4

i

de Al = rlia=51, . , . ‘
Vamos dar o rome da f & essa aplicagdo e mostrar que T & um isomeorfismo

de &, em Z1, :
° f{F+_5]=(r+s)1A-r1A+s'lA-f[l‘}*'f{S}
® fF3) = (rs)1 5 = (r14)s14) = Frifls)
® 1,51, = {r-s)14 =0 (zerode A) = h | {r -8} = T=75,0que

mostra que f & injetora.
® § evidente que f é sobrejetora. u

interpretacdo: O significado da proposigio acima € o seguinte: todo anal
com unidade de caracteristica zero contém uma “gopia” do anel Z e todo anel

© de caracteristica h > O contém uma “‘cépia” do anel Zj. Em outras palavras,

r H ” L] "
com as devidas identificagbes: todo anel de caracteristica zero contém” o anel Z

. o todo anel de caracteristica h>> 0 “contém’’ o anel Zy,.

IR
8

4

¥ EXERCICIOS

5
i

Detarminar as caractar{sticas dos seguintes andis:
al Z3 ct 2xZ el Ty x & 7t
b} Z dizaxz o 0 RR

Deterfinar a caracteristica do anal das matrizes reais do tipo nxnisobre iR e sobre &5,

Sejam A ¢ B dois anéis comutativos com slementos unidagdes. Demanstrar que & carac-
teristica do anelk-produto AxB é igual ap mmc das caracteristica de A e de B

Ache um anel de ceracteristica zero a um elemento a desse anel de forma que na= 0
para um certe n & M*.

Sugestéo: Tome, por sxemplo, A=Zz X Z.
Pods um anel finito ter caracteristica zera ? Prove ou contra-exemplifique,

§ 108. Do um exemplo de um anel inflnito cuja caracteristica seja diferente de zero.

§ 109. Pode um anel cm.-ﬁ unidade {diferante de zerc) ter caracteristica um? Por que?
£ 110, Mostre que um anel de integridade com 4 elementas tem carocteristica 2.
' Sugestio: Raciocing em termos do periodo da unidads.
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171 Seja A um anel cuja caracteristica § um nimero natural n > O nég primo.
Mostre que A possui divisores préprios do zero.

112 Ssja A um anel com unidsde tal gue x = X ¥ xeA.
i Mostre que c{A)= 2.

ey,

* P13, Seja A um anal & L um subanel de A. Mostre que clL) s c[A}. Capz’mio v
D& um exemplo de um anel A e um subanel L de A para o8 quais c(L |} < c[A). .

. -~
114. Sejam A # B anéis isomorfos. Mastre que clA} = o(B). ANEIS DE

115.  Sgjs f: A —= B um epimarfismo de andis. Mostre que ¢iB) 32 c{A).

| S POLINOMIOS

Mostra que o ndmerc de slsmentos de um corpo de caracterfstice P & uma poténcia’
de p.

117, Mostrar que se K € urn corps de ceracteristica P> 0, entdo (x+ yiP= 3P4 yP

parsa
todas X, y € K,

§ 12 — POLINOMIOS SOBRE UM ANEL

118. Sejs K-um corpo finite de tamcteristics p > 0: mostrar que a aplicacio f: K —=K
definida por f(x)= xP § um automorfismo de K. ()
* 119, Chama-se carpo primo do corpo K a interseccio P de todos os subcorpos da K. Mos- ﬂ ,
trar que o corpo prima P de um carpo K de caracter(stica p é isomorfo g Z,isep>> 1} = -
e Beene 1, seqlENCIAS
- 120.  Mostrar que o dnico sutomorfismo de um corpa primo é o automorfismo idéntico. Concgito: No capitulo 1, o sardgrafo sobre Ap“mcﬁ:' Chalza::mb:n:
:( - i i o fr il — mi
; iénci inida no conjunto X *. Uma fungao t
121.  Maostrar que se P § 0 corpo primo de um corpo K de caractéristica p > O, entdo aP=a, i seqgiiéncia 1oda fqnclﬁo defini i e e e rmon de saqli
prratedomep & chamada seqiiéncia de elementos de A. :e e capitulo, e, e
cia. astarsmos nos referindo a este ditimo tipo. Consideraremos, & x
' sequéne LA,
. seqliéncias de elemsentos de um ane S ' o
] - Se & indica a imagem do elemento genérico i € N, através da aplicagéo
! 1 . - -
© {saqiiéncia) f, tal seqiéncia ¢ indicada por
. f:tao,altaz,--o,ai,...) i . l
Os elementos ag, 21, 33, - - , 8, . . . 530 chamados termos da seguéncia. Muitas
e r r & r [} . . = . B L
vezes usa-se a forma simplificadia f= (a,) para indicar a sequéncia f={ag, a;, 82,
a,.... Eclaroque ajeA e icN.
lqualdade: Sejam f - (a;) & g~ {b;) seqiiéncias de elementos de um anel A.
- Como !:e trata de funcdes (de N em A), entiio f - g se, e somente se, a; = b; para
L todo i € N.
Adigio:  Dadas duas seqiéncias f = {a;} ¢ g = (b;) de elementos de um

anel A, chama-se soma de f com g a seqiéncia h = (c;) tal que ¢;= a;+ b; para todo

{71 Um automorfismo de K é um isomarfismo de K no préprio K. ieN
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Exemplos

19) Se f= (a) tal que a;= 2i e g= (b;) tal i+1 58 lidnci
= \b; que b;= i+ 1 sdc duas se .
bre IR, sua soma é h = (¢;) onc;e: I I Wiineias so

Ci=8;+b;=2i*¢ i+ 1)a3ie1,¥lieN

portanto:

entio h=f+«g-{1,2 4,

h=1{1,4,7,10,13,...,3i«1,...).
2°} Se £=11,2,4,8,16,32,...,2,.. ) e ¢g=10,0,0,...

L2 ).

!Ot'--

8
3%) Se £-(3,2,1,0,0,0,...,0,...) e g-(4,4,4,4,0,0
entdo h=f+g-(7,6,5,4,0,0,...,0,...). T

Multiplicag3o:

chama-se pradum defporga ‘sequéneia h~ (o ) tal que:

= aghyg

C; = 8¢b, + a;by

'c;-aob3+a

€3 = agby + &

1by + azbg

ibs + azb1 + aabo

...........
..............
---------
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Exemplas

a;b, _, para cada k € N.

Dadas duas seqliéncias T = (a;}) e g (b;} sobre um anel A,

19} Calcular os seis termos iniciais do pmduto das seqUéncias ¥ = (a;} tal
que 8;=i e g= (b)) tal quab 2i sobre IR.

Temos:

f=1{0, 1, 2, 3,

4,5 ...

g=1(0,24,6,8,10,...)

" Seh-1f.g-

Co=0-ﬂﬂ0

cp=0.2+1.
Cg=0-4+1.

c3=0.6+1

{c, ). entdo:

00
2+2.0=2
42, 2+3_, D=8

_d

a=0.8+1.6+2.4+3.2+4.0=20
cs=0.10+1.8+2.6+3. 4+.4.2+5.0=40

rtanto:
h=10,0, 2,8 20, 40, ...}

2% Calcular o produto das sequéncias f= (2, 1,0, 0,...,0,...)e

¢-(3,4,6,0,0,...,0,...) sobre R.
Senh=f.g=le), temos: :
Co=2- 3=6

cp=2.44+41,3=1
c;=2.5+1.4:.0.3-14
€q=2.0+1.5+0.4+0.3=5
¢;=2.0+1.0+0.6+0.4+0.3-0
¢~ 0 para todo k 2§ |
portanto
he(6,11,14,5,0,...,0,...0

2. SEQUENCIAS QUASE—NULAS OU POLINOMIOS

Definigio: Dado um anel A, uma ssqUéncia {ag, a;, 32, - . .} sobra A recebe
.0 nome de polinbmio sobre A se existe um Indice r ¢ N tal que a,, » 0 para todo
l'n >r. '

Observando esta definicio, notamos que uma seqléncia (a;) é um polind-
mio quando os termos gue sucedsm um certo a, sdo todos nulos. A definicdo
nada impde para ag, 8, 82, - - - . 8, Qua podem ser, alguns deles ou mesmeo to-

- dos, iguais a zero. Dai se conclui que uma sagliéncia é um polindmio quando apra-
senta um nimero finito de termos nio nukos.

Exemplos

1% f=104,3,2,1,0,0,0,....0,...}, onde a;= 0 para i >3, é um poli-
ndmio schre o anel Z. : .

29 (0,0,0,...,0,...), onde O indica o zeso do anel A, é um polindmio

sobre A, denominado polindmio nule. Aqui o indice r, que figura na definigdo
. acima, ¢ o nimerc natural G, por exemplo.

?g" 3%) Se Aéum anel com unidade e 1 indica a unidade de A, entio as se-
i quéncias (1,0,0,0,..., ..ei0,1,00,. . .) sdo polindmios sobra
r A Jé aseqiéncia {1, 1, 1.. e 1, ...} ndo éum polinﬁmio sobra A.
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4% Dado o anel ZxZ {produto direto),a segiiéncia ({1, 1), (1, 1), (0, O3,
{0,0),...,10,0},...) é um polindmio sabre A, enguanto que {{1,0, {1, 0}, (1, 0}
v.., (1,00, .. .) ndg &

.produtos ajb); somamos os produtos em cada diagonai, conforme indica a figura,
robtendo ¢, .

¥ f J bﬂ bl b2 bs bs bs

Notagdo: Indicaremss por A[X] ¢ conjunto dos polindmios sobre o & " 7 T T
anel A. Do 8 | dobo | 8ob1 | @by | 0B | 0bs | 20bs

Proposigio 1: A soma de dois polinémios sobre A € também um polindmio a | & by & by ff,lb'{ by | mibs | 41bs
sobre A, isto & A[X] é fechado em rela¢iio & operagio de edigdo. . ¥ ] s - R

- ' ; ' 21 b

Demonstragio:  Sejam f= {2;) e g= {b,) dois polindmios sobre A. ; 3 | 22be | 2bi , a2b2 '_xa’b’ 8284 ks

Por definigdo, existe ro € N tal que a;= 0 para todo i> ry e também existe

a1 a}ba’l a_gbi" a{abi" a3by | aaba azbg

-

ri € M tal que b; = O para todo i> ry. Seja r = max {ry, r( }. Temos, entdo,

a;+ by =0+ 0= 0 para todo | > r. Assim, f+g= {a;+ b;} € um polindmio sobre A. = a, 3'45‘;’ Qq.b]’ a4bs as b3 aaba aqb;
Observacdo:  Acabamos de provar que a adicio de segliéncias sobre A, quan- : ag gsbé‘ asby | ashy asbs | asba | asbs
do restrita a A[X]. também & uma lei de composigio interna. -

| Por axemplo, se ¥= (4,3,2,1,0....,0,...)eg- (5,6,0.....0,...] temos
Proposiciic 2: O produto de dois polindmios sobre A & também um poli-

ndmio sobre A, isto é, A[X] é fechado em relacio a operagdo de muitiplicagio, ‘ 5 6 a

Demonstracdo:  Sejam f = (a;) & g= {b;} dois polindmios sobre A. . s lag |24 0

Por hipdtese, existe r, € N tal que a, = 0 para todo i 32 ry e também existe cp~ 20
rn e N tal que bj=0para todoj?rl.Enté’ootermocm P ke VK21, * ci=15+24239 3 15 18 0
é tal que: ‘ ¢, =10+ 18=28 2 10 |12 0

Z P oy=5+12=17
Ceotrysk ™ _ai|""'r.;,+r1+k--i= 5&: Ca-6 1 5 6 0
=a0bf0+rl+k*albro+r1+k-—l*"°+arabr1+k*aro+lbr1+k-1*"‘+' % - 0 0 o 0
+ aro +rp+ kbo .
. poror = g 0: - ']'

Comeo Beoytrg s k= Yrg et ke =e e e=by k=0 e portanto, h = f. g~- (20, 39,28,17,6,0,0

o+ r1+k g4y e k-t = "8y, =0, decorre Carrpek =0 W@ l Proposigio 3: Se A é um anel, entéo A[X] também ¢ um anel.
Demonstragiao

i} f+lgani={f+gl+h, v g, h e A[X] .
Fazendo f= (8}, g=1(b), h=1(g) f+lg+ h) = {d;) e (f+g)+h=ie) temos:
d,--a,-+(b;+ C';)'{E,—.*b;}*l?;'ei, v el

Observacda:  Acabamos de provar que a multiplicagdio de seqUéncias so-
bre A, quando restrita 8 A[X], também é uma lei de composigio interna.

Dispositive prdtico
(i} feg=g+f % f.geA[X]
Fazendo f=la], 0= b f+a=le) e g f=(d), tomos:
c;'=aj+bf=bf+al"df.’ ¥ iel.

Para multiplicar o polinémio f=~ (ag, a,,a,,...,8,,0,...) porg= {bo, by,
bz, . ..., by, 0,...) podemos usar um dispositivo pritico assim construfdo:
colocamos numa tabela os coeficientss a, de f ¢ os b, de g; calcutamos todos os

178 179




i} 3 o, c A[X)[f+g,=f, ¥ feAlX]
Fazendo f=(a;) e e, = (x;), temos:
frgp=f = a;+x;-8;, ¥ichN

entio x;=0, ¥ /e N, portanto:
e=10.00...,0,..)=0

€ o elemento neutro para a adigdo de polindmios, chamado polindmio nulo.

(v ¥ feA[X], I eAXIIf+f=e,
Fazendo f=(a) e f'= [x;}, temos:

frf=g, o= 8+x:=0, ¥ieN
entdio x,=-a2;,, ¥ ie¢ N, portanto:
f'=(-ag, -81, ~82,..., -8, 0w -

é (: simétrico aditivo de f, i.e., é o polindmio que somado com f d4 o polindmio
nuko.
W) f.lg-hleit.gl. h, ¥f g, heA[X]

Fazendo f= (a;), g = {by), b= {c,), gh= [dg), figh) = {a,), fg= (x,) & (fghh=
= (¥} tamos:

g = E a;d = E - = .1h. =

m wlem £ |+Blmal(j,+k2=2 b]ck' i"‘]"l'zknma'(blc“ i.g.i‘.Ek,.".Eaibj}ck =
= E ( E H+H - =

n+kem i+j=na'b'] b mf;mx"ck “¥Ym . Vmedl.

Wil f.lg+h)=f.g+sf.h @ (geh). fag.feh. £,% 1,9, h & A[X]

Fazendo f={a;),g=(b;), h={c.).f. la+ h) =
. il g=(b;), h={c). f. (g hY=(d), f.g=(e) e f. ha (el

dy= I adb+¢l= T abis I '
]*i=kl i | ik 8|b| .iﬁ'.ika.c, e+ 8

para todo k ¢ N, portanto, flg+ h) = fg+ fh.
Analogamente se prova a distributividade 3 direits. ®

Proposigiio 4: Se A é um anel comutativo, entdo A[X] também &

Demonrstragio:  Provemos que f. g=g. f, ¥ f. g € A[X].

180

B

;.cl‘ z aibi- p

Fazendo f= {a;), g= (b)), fg=(c,) e gf= (di}. temos:

s bjalsdk,’?‘ k € M. -
i+j=k i+}=k

Proposigio 5: Se A é um anel com unidade, entdo A[X] também ¢.

Demaonstracao;

Sejam f= {ag, a1, @2, - .- .8, ... e e,=(1,0,0,...,0,... em A[X]. E

. imediato verificar gue:

Em-f=f=f- Em

| portanto, a unidade de A[X] é e, . =

'cl'l'l‘l‘l“l = 30bm+n + albl'ﬁ"‘l'l-l + ..

Proposicio B: Se A é um anel de integridade, entdc A{X] também é.

Demonstragdo

Sejam f = (ag, a1, ... . A O, ) €@ = (Do, b1, .., by, 0, ...} dois polindmios

- no nulos de A[X] tais que a,*0ea, =0 VieN, b,#0eb, =0
CgieN. .

Se fg = ()}, calculemos ¢, , : _
cragpbo e 8, pbo =y b, # 0 pois

a, & b, séo elementos ndo nulos do anel de integridade A. Logofg+ 0. @

3. GRAU DE UM POLINOMIO

Definigiio: Seja f = (a,) um polindmio ndo nulo. Chama-se grauv de f, &
representa-se por df ou grf, o nomero natural n tal que a # 0 e a,= 0 para todo
i > n. O termo &, nessas condi¢des é chamado coeficiente dominante de f. Se
o coeficiente dominante de f & 1, dizse que f & um polinémic unitirio.

Exemplas

19} = (4,7,0,2,0,0,0,...) em Z[X] tem grau 3
L]

29' u' ['1112 :0: 51_1:0!01--- -, am Q[X] tamgrﬂu4
84
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oy nof {1 o 0y /o © 0 0
3% h((o ?) .(0 0).(0 0),‘..,(0 0)....)am{M2{z}}[x]

tem grau D.

i Proposigio 7: Se f = (a;) ¢ g - (b)) séo dois polinémios ndo nulos de AlX]
entao: '

a) ouf+g=0 ou 3{f+g) < max {af, 3g};
b) o(f+ gl = max {3f, g} quando Bf + g
Demonstragio
a) Sendo f+g=1{c) e n=max {8f, 39} , temos:
€i=a,+b=0+0=0, ¥ i>n
portanto, ou f+g=0 ou dif+g) < n.
b} Admitindo, por exemplo, n=df > 3g temos:
¢=0,¥ i> n
ficando provado que 3(f+g)=n. L

Ch=apth =a,+0=a #0 e

- Exemplos

1°) Em H[X].se f- {4,6,-1,7,2,0,0,...,0,...) e
9=(1.7,4,0,0,0,...,0,...), entdo f+g=1(512,3,7.2,0,...,0
Neste caso, df+ g} ~ 4 - max {2f- 4, 3g=21}.

2?) Em Z [X], sef=1(7,3,-2,0,0,...,0,..) e g~(-7.-3,2,0,0,...,0,.

entdo f+g=1(0,0,0,...,0,...%.

Neste caso, ndo existe 3{f+ gl

Em Z4{X]).sef=(1,2,3,0,...,0,...)eq=2,7,7,0,....0,.. ),
entio f+g=1(3,3,0,0,...,0,...).
Neste caso, d{f+g)=1<max {df«2,9g=2}

3%

Proposigio 8:
A[X], entdo:

al ou f.g«0 ou dalf. g) < af+ ap;
b} 3(f. g} = 3f+ Bg quando o coeficients dominante de f ou g é regular em A.

Se f~ (3;) e g= (b) sBo dois polindmios ndo nulos de

)

)

Demonsmé‘a
a) Sendo af=m,dg-n e f.ge (o) temos:

.+ a8 bu

cm+n+p‘aﬂbmin+p"’albrn+n+p—1""“*ambﬂ+p+" m+nep

€, como by =0 para j>> n e a;= 0, para i>> M, decorre ¢, ny p= 0,
» p e M. Assim,ou f. g«0 ou alf.g) S men

b) Se 3f = m @ 3g = n, temos:

i Cman®30bmen*8bpeq1 .-t Apbp .. -+ 3+ n Do = by

e, como a,, ou by, é elemanto regular de A, decorre a,by, #* 0, isto 4,

€+ n 7 0 & portanto, 3f. gl=m+n n

 Exemplos
4% EmR[X]. se f-(4,3,0,0,0,...,0 ...
" ge{1,2,5,0,0,...,0,...), entdo f.g=(4,11,26,150,0,....0,...)

Neste caso, d{f. gt =3 =20f+ dg.

-5 " ”
1 2
;"i Em Z,[X]. f= (2, 2,0,0,....,0,.. )temgaul e

. g-16,0,2,0,...,0, ...} tem grau 2, porém,
‘” f.g-{0,0,D,...,O,...]n§otemgrau.

3%
. g 20,0,...,0 ... temgrau 1, porém,
i f.ge25503,...0. . ) tem grau 2, isto & 3f. g) < 0f+ By

+A  IMERSAO DE A EM A[X]
§ .

' E evidente, pela construcdo feita, que A e A[X] sdo conjuntos cujos ele-
mentos sio de natureza distinta. E possivel, porém, em termos de isomorfismo,
| supor A C A[X]. Vejamos como se faz isto.

; PmposiﬁoszSeAéumanel,enté’oL={(a,0,0,...,0,...}|aeA} é
f um subanel de A[X].

L' Demonstracio

iJL# ¢pois (0,0, 0,....0 _...Jel.

: ii)Se f=1{2,0,0,...,0,...}el e g={b,0,0,...,0,...}
__-f-u-{a-b,o,o,...,ll,...lel. e fg=1(ah,0,0,...,0,....)el. =

entio
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Praposicio 10:  Sendo A um anel, A £ isomorfo 20 subanel L =

poer 0, ) lae A} de AX]. { ‘aa'O._O.._._s.j}E 5. NOTAGAO USUAL DOS POLINOMIOS

Seja A um anel com unidade. Mostraremos gue neste caso & possivel, me-
diante certas convenges, representar um polindmio, segundo a nossa defini_l;iu,
de maneira parecida com aquela com gue oS polindmios se apresentam em Alge-
pra Elementar. H4 vantagens de ordem pratica nisso,

i Flab)= (ab, 0. 0 0 : Consideramos o polindbmio

rleb) - lab 0,0, po- )= 48,0,0,. 0. (6, 0,0, .. .)= Fla). Fib} 3 [x.w1.00...,0...]

i) Dados 8, b A tais que Fla) = Flb), temos: g:epﬁli:;r::i::l:cei;;;determmada sobre A. Lembrando a definicio de produte

Fla}= Flb) — ,0,0,...)=,0,0,...) — a=b X?=X.X=1(00100, . L0, )

portanto F ¢ injetora. X -x:.x=10,0010...,0 ..

e, assim por diante, X" é um polindmio em que 0s n primeiros termos séo nulos,
a,= 1 e os termos que seguem a, séo todos nulos.

Dado um polindmio f - (ag, a;, 3. - - - , 35, 0,0,...] em A[X], temos:
fe {33,0,0,.. .,0,0,0,.. .}+{0,a1,0,...,0,0.0,. .

+[0,0,&;,...,0,0,0,...}+...+{0,D,0,...,an,0,0..‘.] =

Demonstragdo: Consideremos agora a aplicacio F: A — L dada :
Fix}=(x,0,0,...,0,...). Provemos que F ¢ um isomorfismo: oo
i} F@+b)=(+b,0,0,...,0,." Jeig,0,0,..]+1b,0,0,. ..
- Fla)e Fib), ¥ a,beA. ' T

iv)  Dados (x,0,0,...}eL,é imediato 0 K
sobrejetora. m que {x, 0,0....) = F(x), portanto F 5

Davido ao isomerfismo de A e L S
lindmio (a, 0,0, .. ) ¢ L. e L, podemos identificar cada a ¢ A ao

d = (au 0; 0,-.. ,0,__ .} 'aO"'al{Ol I'Or---.D‘Oroc---}*‘a'z'o..ot 1,--.,0,0,0..--)*.‘.0
+an[0, 0,0,...,1,00, .. J=ag+8 X+ ﬂ;x2+ Lo aXP
Aceita esta igualdade, temos em particular que 0 = (0, 0, 0 0 _ A notagio = ag + a1 X+ 8, X2 + ...+ a, X" é a notagdo polinomial ou nota-

cdo usual para indicar um polindmio f sobre um anel com unidade. Isso explica
inclusive, para os casos de anéis com unidade, o porqué da notaglio A[X]. Para
os demais anéis de polindmios que, alids, ndo mais serao focalizados daqui para
a frente, a notacio A[X] foi usada apenas para manter a uniformidade.

e1={1,0,0,... j
{ .0....) 0, ainda, A= Le, portamo,

Nota: Do que vimos nos Gltimos dois itens, podemos concluir que todo elemen-
to a € A é um particular polindmio {polindmio constante) e:

a=1(00...,0,..0 ou
a=a+0X+0X?+... (se-A possuir unidade).

6. POLINOMIOS INVERSIVEIS

Os elemantos de A, que agora sio polindmi L .
s ‘ polindmios especiais, passam a ser cha- |

mados polindmios constantes Convém ohservar que se a ¢ iae 0 = b, b
b;....,bp 0,...,0, ...} ¢ A[X], entdo: + Pl

ag=1{a, 0,0, .. .)bg. by, by, ..., b, 00 ...=
= {aby, aby, ab,, . . ., ab,, 0,0, ...}

Como A & um subanel unitério de A{X] ¢ claro que U{A) C UALX].
Mostremos que se A & um anel de integridade vale a inclusdo contrdria, isto
T L UAXNC UAL . o T

. Dado f ¢ U{A[X]), existe g € A[X] tal que fg= 1 e, entdo, aifg) = a1}, isto
] §, 3f + g = 0. Assim sendo, df = 3g = 0, portanto, f € A 6 g ¢ A. Como fg = 1.de-
; corre que f € UA)

et
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1°}
29)
39)

Ficou assim provado que se A & um anel de integridade, entfo U(A[X}}= U(A}.

Exemplos

uizZIxh - u@ = {1,-1}

U(R[X]) = D{R) = R*

UZs[X)) = U{Zs) - Z3

Quando A nde § anel de integridade pode ocorrer que U(A} g UIA[XT),

isto é, podem existir polindmios n3o constantes mas inversiveis. Por axemplo em
Z4[X] o polindmio f= 1+ 2X é inversivel pois '

7.

= {1+2XH1+2X)=1+4X+84X3 =1,

DERIVADA FORMAL DE UM POLINOMIO

Conceito: Chama-e derivada formal de um polindmio
fogg+aX+aX +...+a.X" e AlX]

ongde A é um anel com unidade, o seguinte polindmio de A[X]:

=@ + 22X+ . .+ na X0t

Por recorréncia pode-se definir a derivada de ordem r do polindmio f, denotada
por £} da seguinte maneira:

1) #100 ¢
2) t) < gty g >0
Teremos assim sucessivamente:- £(0) -, #D = ¢, F2 (¢ |
Valam as seguintes propriedades:
i) tfegl=Feg, yw f geAXk
(i) SefteA sntiof -0
(i) (fg)" = fg+fa', ¥ f g€ A[X]
Justificaremas apenas a Oltima dessas propriedades. As duas primairas sio

muito ficeis de verificar e as deixamos como exercicios.

12 case T = ¢ (constanta) e g qualquer )
Supondo g=by + b X+. ..+ b X", entdo cg= (chy)» (chy X +. ..+ {chb X"

e (cg)'= {chy)+ 2(ehy )X« . . .+ nlch, }X™ -1,

Por outro lade, cg+oeg'=0. geclb; +2ba X+, . .+ "bnxn_lL
Donde (cg)'=c'g+ cg'=cg’. .
Obtivemos assim, inclusive uma regra para a derivada formal do produto

de um polindmio constante por um pelindmio gualguer.
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2%caso: f= Xh 8 g= Xk

Agui = hXh-1 & g'= kXK-1 Logo fig+fg'= hXk+h-t gxk+h-1 .
=fhekIXP* k-1,

Como fg=Xh* %, entdo (fg)' = (hs kIXP* k-1,

Casa geral
n .
Sejam f+ 3 a X" @ g= I _b,Xk Entio fg- TT a,bXPXX
h=0 k=0 h k
Levando em conta (i} & a observagéo ac fim do 1P caso achamos
(fgl'= T a b (Xhxk)y
h k

Observando ¢ que se conciuiv no 2% caso chega-se entio a

(fg =T ab OXMIX< s XPOCKY)

Dai:
o3 hy* E k z h h b kY
{fg) - 8, (X"} - by X*+ - ah?( - K [X¥)
ou $eja,
{fa)' = f'g + g’ .
EXERCICIOS
1. Ddterminar todes of palindmios de grau 1 do anel Za[x] Quantos siie os polindmios

de grau @ do an#l zn[x}? Quantos séo os polindmios unitirios e de grau p do anal
A[X] onde A é um anel comutativo e com unidade, com n elementos ?

2. Escraver sob 8 forme usual os saguintes polindmios de A[X].

o) (2+ 3%+ X1+ (24 2%+ 3XC), A-Z4

b 12+ 3%+ 2X7). (14 2X%), An2Zg

el XX -1HX -2}, A=&a

d) {1+ X+ X, A=gg

e 1+2X2)°, A=Zy
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3. Sefa(l, 24 (2.0, g= (1, -1x« 01, %% @ h=(-4,-1)+ (-2, 1)X,colcular
f+g+h fg-h* @ th+g. Todos os polindmios estdo em { Z xZ)[x].

4. Sef-a+bX, grc+bX+8X @ hwb+cX® sfo polindmios do anel {My X ] onde
-f1 0 Q2 3
A= b= & Cc=
0 0 3 0 U
e b

5. S;ia A um anet de intagridade. Se f,g ¢ A[X]. 750 ¢ g#0, mostrs qua dif. gi= a{ﬂ.-r
+ dlg) S '

. colcular fz. f2 - 92. 92* 2gh+ h?

B.  Determinar o3 graus dos seguintes polindmics de A[X]:

s (1+32P 0 -x2)?, Ama

B (1+ X3P 01 X3P+ %3, Aviy
of 1%+ X e+ x*)7, A-2,
d) 1+ 231, Axzy.

7. Mostre que nio existe T € R[X] tal que = 1+ X+ X°.

8. ObEsr asbem Zs para que x4+ s aX + b 58j8 um quadrado perfeito am
Zs[x]

9. Ache 2 € K de modo que aX® saja um quadrado perfeito em K[X1 nes saguintes casos:
st K=0Q blK=R cl Ks

10.  Se f e g tho polindmios do anel A[X] tais que 1% = 8 e Jifg)= 7, determine 3¢+ g),
Bt -g), 36, 3 m AU+ 3 g+ 3657+ ¢°), sabendo que A 6 um ane! de integridade.

1. Sejam f, g € A[X](A = anel de intagridade) tais que dif + g)= 5 8 3 -gi=2 Ache os
qrausdef-g,fz—gz .fz-l-g:. .

12.  Encontrs um polindmio no constante inversivel no anel Zg[X] .

13, Mostre que 1+ 2%%+2x3 € Z4[X] & invarsivel,

14.  Ssbendo que o polindmio f= (c-a-1)+ lb =c+ )X+ {a-b-21%2 + (a~11X> wm inver-
© so multiplicativo no anel R[X], cbter a, b, ¢ ¢ £-1.

6.  Seja A um anel tsl que 3 s € A de modo que a° = 0. Mostrs que f=1+ax e Alx]

& inversivel.

16.  Mostre que o polindmio X nfio & Inversivel. Qua conclusao isto acarreta no qus tange
& sstrutura de A[x} ? i
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{52 — DIVISAO EM A X]

E Dests pardgrafo em diante somenta consideraremos polindmios sobre um
¥ ane! comutativo com unidade ou situacdes mais particulares que serdo fixadas na
k- pcasido oportuna. '

4.  DIVISAO

S

Dado um ane! A{conforme observacio acima), se f, g € A[X], dizse que
5 f divide g ou que g ¢ divisivel por f se existe h ¢ A[X] tal que 9= th.

i TN A

TR,

Notacdo: t | g. Se f ndo divide g escreve-se f1a.

? Exemplo: Sejam f=1+X @ g=1-X* emZ[X].Como 1 - X = {1+ X1 - X}
i 8 1- XeZ[X], podese dizer que f | g.
3
¢

A relecio dada por ™f divide g”, sobre o anal A[X], tem as seguintes pro-
i priedades:
i f15 % feAlX];

(i flgeglh= flh;

i) flg == flhg, ¥ heA[X]:

(ivi flgie flg: = fllgihy+gshz}, ¥ hy, ha € A[X].
Provemos (iv).

E figr = 3 q; ¢ APX] taf que g; = fa;

1 = g, hy +gzhy =flhyq; + hyq;} =
k flg, — 3q; € A[X] tal que g2 = fap

b fligihy c @bl @

B 2 ALGORITMO DA DIVISAO (ou de Euclides)

b Observemos os polindmios f=1+ X* e Z[X] eg=1 -X ¢ Z[X]. £ claro que
ffg. Por outro lado g também ndo divide f pois '

E 1ex?c(1-XHaebX] = 1+XPaael-a)X-bX
€ -b=1 = b=1 e b=--1 (absurdo}

Veramos ’agora que, soh certas condigGes, quando ocarre 0 gue se viu no
k. sxemplo acima, é possivel conseguir uma “divisio apraximada” nos maldes da-
E quela j§ conhecida no anel Z.

> a=1,b-a=0 e
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Teorema 1: Dados f=ag+a X+...+ 8, X" @ g=bgebyX+...+b XM

em-A[X], suponhamos g ¥ 0 & o coeficiente dominante de g inversivsl. Nessas con.

digBes existem g, r ¢ A[X] de modo que f-gq+r, onder=0 ou 3i{r) < 3lg)
Demonstracao
(a) f=0.MNestecaso q=fr=0,poisOug. 0+ 0.

{b) f#0 e 3if) < d{g). Quando isto acontece basta tomar g=0 e r= T,
porgue g. 0« f=f e, par hipbtess, 3(f) < afg).

(e} oif) > dlg). Procedese por indugio (segundo principio).

Se 9(f) = 0, entdio Dg) = 0. Dal f=ag e g » by [coeficiente dominante de
g neste caso). Basta pois tomar q=bs'a, & r=0 uma vez que a, = bolbalao]w 0.

Suponhamos agora que 3 {f) = n e que o teorema se verifique para todo
polindmio de grau menor que n.

Consideremos o polindmio
f1 =1 -a,b I XR-myg

Se f, =0 ou dif;) < dlg), entdo r=f; € gaa byl X"~ ™  Caso contririo tem-se
aff;y <n-1 e 3(f;) = dlg). Pela hipbtese de indugio existem q;, ry € A[X] de
maneira gue :
fl. =90 + My onde Fy = 0 ou B{rl} < a{g].
Entéo

f —anbr;‘l)(" “Maegqy + 1y
0 gue acarreta que

fegig, + a,.,b,'ﬂl XMoo, , onde ry =0 ou 3y} < algh

Isso prova o teorema. =

Corolério 1:  Se A é um anel de integridade, entdo é lnico o per {q, r) de
polinémios que figuram no enunciado do teorema.

Demonstragio: Vamos supor f=gq+ r=gq, «+ r;, onde 3 (r) < 3l(ghser+0
e o{r; ) < 23{g). se ry # 0. Entdo glg -q; ) = r; -r. Como A[X] é um anel de inta -
gridade, entdo r, -r=0 se, ¢ 5omente s¢, g -q; = 0.

Suponhamos r; # r. Entdo se pode calcular
alglg-q;)) = dig) + dlg-q; ) = dlry -r.

Logo alr; ~r] & dig) 0 que & impossivel pois dry -r) = 3{r, ) ou dir,-rl=9(r) ou
ou Bfr, -r} < max {3r,}, ¥ 1. -
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4 Corolério 2: Seja A um corpo. Dados f, g € A[X] com g ¥ O, existe um
" Gnico par (g, r} de polindmios de A[X] de forma aue f=gag+ r e ¢ir) < d{a)
s quando r * 0.

Demonstracfo: E s6 levar em conta que todo elemento ndo nulo de um
- corpo € inversivel e observar o coroldrio anterior. ]

i
i Nota: Os polindmias g e r cuja axisténeia nos ¢ assegurada pelo teorema 1 aci-
ma s5d0 chamados, respectivamente, quociente € resto na divisdo euclidiana de f

por g.

Exemplo

Determinemos © quocienta ¢ o resto ne divisdo euclidiana de = X*-1 por
g = X+ 3, ambos de Z{X]. Como o coeficiente dominante de g é 1 {invarsivel}),
sntdo isso & possivel em Z[X].

Adotemos o sequinte dispositivo

X+ 0%2 4 0X-1 I X+3
- X3 - 3x? X2
) G | G |

O polindmio -3X2_1 é o primeiro resto parcial, uma vez que seu grau ainda
# maior que o de g. Corresponde a0 f, que apareceu na demonstraciio do teorema.
- Aplicar a hip6tese de indugdo a f; = -3X%-1 com relagio a g significa, na prética,

- saguir com o raciocinio feito. Vejamos.
‘ X+3 -

T T T e T L

X¥ 2 OX2 40X -1

-x3-3x? X?-3X+9
S3X2 L 0X -1
_ axt . gx
4 gx -1
" -9X -27

-28

Logo o guociente neste caso € g=9-3%+ X e oresto é r=-28.
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EXERCICIOS

17.

18.

19.

0.

2%

23
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Obter o grau dos polindmios q (quocients! e r iresto) na divislo de f por g em R x|,
nos Seguintes casogs:

19 grf=5 e grg=2
2% gri=ne grg=n-1, neEN*
39 prf=n e grg=m mnecH

Determinar o quocients ¢ o resto da divisio euclidiana de f por g, polindmios perten-
centes 3 A[X]. nos seguintes casos:

19 10, g=5x3-1 ¢ A-Q

29 f=x%*-1, g=3P+ %1 @ A=x

3%  t=ax*-8x+2, g=X*-1 ¢ A=R

4% f=ax?-Gx+2, 9=3X3-3X+2 & A=Z,

59 f= X0, g=)?+x%+4ax%e X @ A-2y,

Ache o quocients ¢ o resto da divisBo suclidiana de f por g nas saguintes casos:
19 faX+1; g=X241; A2y

29 =1, e (1, NXY; g= (0, N+ {1, 11X e A=ZxZ

3% fa 0, 13+ (1, 00+ 11, 11XE; g= 0, 11« {1, 11X & A=ZyxZ;

4% f=nx"* ! Cne X2 1; g=(X-1)7 ¢ A=Q (NEN")

Determinar a de modo que 8 divisio suclidiana de f = 4)<3-B>(+ a por g= X+ 3 saja
exats, suponda que f & g pertencam a Z,[X].

Datarminar a, b, ¢ para gue f =« sx“ + ax:’ + 8%+ pX+ e seja divisivel por g= x-
-5X? + BX, supondo f e g pertencentes a QX ).

Detsrminer & ¢ b € Z de mado qus o polindmio f = x* « ax% v 2x% + ax « b divid-
do por g= X"+ X+ T cdé resta r= 7X -5, Qual é 0 quocienta da divisfo?

Ache a, b € R de modo que o polindmic f= 1+ 10X + bX> + bX> + ax* + X5 sejs divi -
sivel por {X -1

Sejam f e g 7 0 polindmios do an#l K[X]. ende K & um corpo. Demonstrar que &
& e r sfio, respectivamants, 0 quaciente @ o resto da divisiio euclidiane de f par g @
se a £ K* entdo q e ar sio respectivaments o guaciente e o reste da divisio suctidiana
de af por ag. Aplicando o resuitado anterior, calcular g e r na divisio em Q[X] do po-
linémio

‘-% X% % x3- % X+2 por g=xi- % x+%

f= X

3.

37

Sugestip:
w < 2, X> C U lidesl em_z{ X ] entBo 1 € J. Depais verifique que n3o exitte
8 €Z[X], andoinversivel, tal qua a}2 a a|X.

Divide-ss um paolindmio f por X -a, obtendo quaciente q; e resto r. Em seguida, di-

vide-% q; por X -b. cbtendo quaciente q; & resto ry. Expresser o quociente g e o resto
r da divis§o de f por (X -al{X -b} em termos de qy 1G24 1.1 88 b. Efetuar, usando a
resultado antarior, a divisio euclidiana de f« 5X7 + 6X° + 11X° -1 por g= X% -5x+4.

Seja K um corpo; estude as condigdes sm que a ralacio sobre K[X ] deda por “f [ g” &
amtl-simétrics.

Achp of geradores dos seguintes ideais em Z[X}:

I= {ﬂu"ﬂl"* ...ez[x]| s0=0}
J= {ao+a1x+...el[x]ia¢e22}.
D8 um exemplo de um anal A comutativo com unidade & de polindmios f, g € A[X]

de modo que o coeficiente dominante de g & invarsivel & que ndo 1ejam Lnicos quo-
ciants # resto na divisdo auclidiana.de f por g.

Represantar 1+ x* como um produte de dois polindmios unitérios de IR[X], ambos de

grau 2. E possivel rapressntar 1+ X* € R[X] sab » forma (X -al. f onde f €M{X] e
a €IR? :

Sajs K um corpo s considers a € K.

Movtre que se fe ag + 8y X+ . . .+ 2 X" & K[X], entéic existem Cg, Cy,. .-, C, € Kde
modo que f= Co+ C1(X -al+. . .+ CoiX —alh

Mostrs que 4 um homomorfisme de Z[X] sm Z,,[X], ¥ m> 1, & splicaciio
FZ[x] —= Z{X]dedapor Flagr aiX+ . ..eaX)=Bge BaX+. . e5 X",
Vags o Xe...+nX eZ[X].

Seja A um snet com unidade. Mostra qua c{A) = c{A[X])
Mostrar que Z[X] é um subsnel de (X} Z[x] 4 um ideal ce Q[X] ?

Verifique se siio subanéls de Z[X] ou Ideais em Z[X] :
8l tagrayX+. .. €Z[x]lape22}

b) {ag*a X+...€EZ[X]]ag=0}

e {agraXe...eZ(Xllng+m=0}

Mostre qus o ideal 1= <\ X>> & primo em Z[X] .

Mostra que © idesl 1= << 2, X > & maximal ¢ ndic § principal em Z[X] .

Obsarve 0 termo de grau zero dos elementos de < 2, X > o mostre que

Verifique 1e | = <4, X > & maximal am 2[X]. € principal? Por que?
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§ 3»— RAIZES DE POLINOMIOS

1. VALOR DE UM POLINOMIO

Também neste pardgrafo somente consideraremos anéis comutativos com
unidade.

Seja B um anel comutativo com unidade & A um subanel unitirio dé B.
Dados f»ag+ 2 X+...+a,X" ¢ A[X] e u € B, chama-se valor de f em u o se -

guinte alemento de B:
flu)=ag e qyus+. .. e a,un

Quando se verifica a igualdade f{u} - O (zero de B), dizemos que u & raiz de §.

Valem as seguintes propriedades:

fal  {f+ gHu) = F{u) « glu} @

{b} {fghlu) = flulglu), ¥ ¥, g e A[X] e ¥ ueB.
Verifiquemos a segunda delas. Para tanto sejam

f=ag+a; X+... +a, XD e g=bo+b;X+...+b X"
Entio
mrn
fag= Z (T aibj))(" e {fgliule E IE a,bl)u
k=0 sk k=0 i+j=k
Por outro lade, como
m n
fu) = i-Eo au e glu)= jz:o bjul , entio
m n ) N m n
Huglwl=( Z aull Z buls T(ZT aulbui = I T abuii -
=0 =0 =0 =0 ! =0 j=p 1

= z (zab)u" .

k=0 W+j=k

Exempio: Sejsm A=R, B=Q, f«1+X*, u=i & v=1+i Entdo f(u)=

=1+a1-120 e fiVetae (1 i =14142i-1=142i Observese que i &
raiz de f
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SOBRE RAIZES

Proposigio 11:  Sgjam A um anel comutative com unidade, u um elemento
de A e feagXM+a, X" "1+ .. +a, e A[X] um polindmio de grau n. ~ Nessas
condicGes: (a) {teorema do resto) O resto na divisiio euclidiana de f por X -u é
£ {iu); (b} (aigorstmo do Briot-Ruffini)Se q=boX" ' + by X2+ ...« b, ar<h,
Vs sho respactivamenta, guociente & resto na divisio considerada, entdo by = ag,
eb=ub;_,+a (i=1,2,...,0k
: Demonstragéo
3;‘ {a} E obvio que vale o algoritmo da divisdo com respeito a f @ X -u pois
§ o coeficiente dominante deste Ultimo palindmic ¢ 1. Vamos super

§={X -ulg+t, onde r=0 ou 3r}=0 (pois 8{X-u)=1).
. Achando o valor de f em u;
flu) = tu-ulglu)+ rlu)=r

ume vez que, sendo r constants, rlu)=r.
{b} Calculemos (X -ulg+r:
(X-ulbeXP-1ab X024 .. eb, ,X+by_;)+by=bgXN+ [by-ubgIX?1s..
cetdbyy - uby_ )X by - ubp )
Levande em conta que (X - ulg + r= f, obtemos as seguintes igualdades:

bo=8g ,bi-ubp=-2;,...,b,_,-ub,_,=2,_; & by -ub, ,=a,.
Dai:
f Do-8. bi=Ubg+a, ... by y=uby 8,y 8 by=ub, , +a,

| que sio as igualdades pretendidas. @
Coroldrio: f e A[X] & divisfvel por X - u se, 8 somenta se, f(u)= 0.
Dwnomtmcia. Decorre dirstaments da parte (a} da proposicio. ®-

1 Notaz O algoritmo do Briot-Ruffini, dado pela parte Ibi da proposigdo, na pré-
y tica pode ser efetuado da seguinte maneira:

u ag

u 8y ub,_, ub, _,

ay Uag + 8y = by
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Exemplo: No anel ZxZ efetuemos a diviséo euclidiana de f= (1, 1} .
AL 2+ {1,-11%% par X-(-1, 1)

-1.7) (1.-1) 0, 2) 1.7

{-1,-1) 0, 1

(19‘1) (Ul1} t‘r 2""

Loge q=1(0, 1)+ {1,-1)X e r=1(1, 2}

Proposiciio 12: Sejs A um anel de intagridade e f € A[X] um polindmio
ndo nulo. Entiio o ndmero de raizes de f em A ndo ultrapassa 9{f).- _

Démonsm;io: 'Se o grau de f & zero é imediato o que a proposicio afir-
ma pois, neste caso, f ndo admite nenhuma raiz em A

Suponhamos agora qua d {f} = n>> O e que o teorema seja verdadeiro para todo
polindmio de grau n -1. Se f ndo possul nenhuma raiz em A, provado. Caso con-
trério, s u & uma raiz de f em A, entdo existe q € A[X] de mode que f= (X -u]q.
Daf, qualquer ocutra raiz de f {caso exista) § raiz de q. De fato:

vZu o flvi=0 === (v-u)g{v)l=-0 = qiv} - 0 (aqui entrou a hipdtese de
A & do integridade).

Como o nidmero de rafzas de q ndo uitrapassa n -1« 3{g}, ant3o o nimero
de raizes de f em A é, no médximo, n. ®

Coroldrio: Se f g g sdo polindmios de greu n sobre um ansl de integrida-
de A e se existem n+ 1 slemantos uy, u;, . . ., u, € A, distintos entre 1i, tais que
flu;) = glud{i= 0,1, ..., n), emdo feg

Demonstragio: O polindmio h -t - ¢ admite mais do que n raizes sm A.
Logo h=0, ou seja, f=g. ®

Exsmplo: O polindmio f= {1, 0}X? ¢ (ZxZ)[X] tem grau dois ¢, no entanta,
tem infinitas rafzes em ZxZ: todo slemento (0, a} ¢ ZxZ & raiz de f porque

£(0, a) = (1, 0)(0, a)* = {1, 0)(0, &%) = (0, 0}.
Naturalmante isso acontece porqus ZxZ ndo é um anel de intagridada.

3 FUNCAO POLINOMIAL

Seja A um anel comutativo com unidade. Para cada f € A[X] é possivel
definir a funcéo
fa: A — A, dada por fulu) - Hu), ¥ ueA.
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- Logo f, associa a cada u € A o valor de f em u. Tal fungiic chama-se funcdo po-
. linomial definida por f sobre A. Denctaremos por P{A) o conjunto dessas fungdes.

Exemplo. Seja A=Zz = 10, 1}. O polindmio f= 1+ X+ X*, por exemplo ,

&'\ ‘nade mais é do que a seqiiéncia (1, 1,0,1,0,0,...) enquanto que f, &a fun -
g ¢80

0 — (0}~ 1

- T b f{1}=1

Adiciio em P(A)
A soma de duss funcBes polinomiais f5, e g, definida através de
fa+ gallul= Falulr galu), ¥ ueA,
também é uma funcdo polinomial pois
{fa+ 0altu) = Talu) e gylu}= flub+ glul = (fe ghtu) = 4+ glalu), ¥ u e A, ou seja,
farga={fegla.

N&o oferece nenhuma dificuldade mostrar que, em relacio & adigdo assim
cdefinida, P{A) é um grupo abeliano. A associatividade se prova assim:
fa+@a+hal=fa«lgehly=(f+lgrhilp-tlieghshly=tfegipehp-
= {fA + GA) + hA'

O elemento neutrc é a fungdo definida pelo polindmic nuto ¢ -, é a fun-

_ ¢iio definida através de -f.

R T T

Multiplicagao em P(A]

Analogamente, o produto de duas fungfes polinomiais f, e g, & 2 funcio
polinomial (fg),. Para a multiplicagdo assim definida valem as propriedades se-
guintes: (i) associativa (exercicio}, (i} Comutativa {exercicio), (iii} Existe elemen-
to neutro: & a fungiio definida pelo polinémio constante 1 {unidade de A) e (iv) dis-
tributiva em relagdo 4 adicZo (exerciciol. '

Assim, conclui-se qua P{A) & um anel comutativo com unidade.

: Teorema 2: Se A é um anel de integridade infinito, entdo A[X] e P(A)
¢ sho isomorfos através da aplicagio F: A{X] ——= P(A} assim definida:

f Fif)-f4, ¥ feA[X].
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Démonsrragé'a‘

® Flf+glaffsgly=f,+ ga=Flfl+ Flg), ¥ 1 geA[X].
¢ Analogaments, Fifg)~ F(fIFigl, ¥ f,ge A[X].

® Dada uma funciio polinomiat h, € claro que F(h) - ha. Logo F ¢ sobre.

jetora. _
® Sajam 1, g € A[X]. Entio:
Fiffe Flg) = f, 29, — fa - 9a =0, (fungio polinomial nula) —

== (f-gly~0, == (F-glalu}=0,0u), YueA = (F-gul=0,%ueg
== flul=glu}), ¥ ueA.

Levando em conta o coroldrio da propasicdo 12, deste capitulo, e o fato de
que A ¢ infinito, concluimos que f - g.

Assim ficou provado que F ¢ injetora o que, juntamente com as conecly-
s0es anteriores, nos permite afirmar que F & um isomarfismo de andis. =

Notas:

a} A proposigio acima nos garante que A{X] e P(A) podsm ser encarados
tomo o “mesmo” anel, quando A & um anel de integridade infinita. £ o que se
faz, por exemplo, na Algebra cléssica, quando se define polindmio sobre Z, Q,
R ou C como sendo toda funcio dada por

X — Bprarx+...+agx"

onde 05 a; sd0 elementos fixos daquele anel, dentre os quatro citados, que esteja-
mos considerandg.

Se A nfo ¢ um anel de integridade ou se A nio ¢ infinito essa identificagio
ndo podsrd ser feita conforme mostram os axemplos a seguir,

b) O anel A= {0,1,2,3 8)2, éum anel de integridade finito. Neste ca-
s0 a3 fungio F gefinidg na proposicdo anterior ndg & injetora porque tomando
f2 XIX- X -2)(X -3)X - 4) que &, evidentemente, um polindmio ndo nuio
{(6(f) = B), a funciio f4 definida por ele & a funcio polinomial nula, uma vez gue,
100 = (1) = f(2) = £(3) = £@) =D, isto &, Hu) =0, V u e Z,. Se F fosse isomorfis-

“mo o tnico elemento de A[X] em correspondéncia com a funcio polinomial nula
seria o polindmio nulo.

¢l O anel A = Z,xZ {produto direto} é um anel infinito, comutativo, com
unidade, mas ndo é um anel de integridade. Tomando o polindémio f= (T, 0}Xx? +
+ (1, X & A[X] é claro gue f = 0 {3(f) = 2). N&o obstante a fungio polinomial
associada a ele é a fungio nula pois, ¥ (u, v} e A,

flu, v) = (1. OMu?, v?) « (T, OMu, v} = (& « u, 0) - {0, 0).
Logo a fungdio F também nio é injetora neste caso.

& Analogamente: fia,)=by, . .

- e s un——

grange.

FORMULA DE INTERPOLACAO DE LAGRANGE

Seja K um corpo. Se a;, a;, . . ., a, € K sdo elementos di-s-
-+ by € K {n>> 1}, entdo existe um polindmic
- Hagl=b, .

Teorgma 3:
os dois a dois e se by, by, . .
Le K[X], de grau n - 1, de maneira que f(a;)=b;, ..

Demanstragéo:  Para cada i (1 < i < n} consideremos o polindmio
qi= (X—al} [ (x—ai_ll{x— ai_'_l' PR {X-anl.

£ claro que qilai) = 0, sempre que j # |, e g;la;]) # 0. Entdo existe {e pertence a
K[X]} o polindmio

Calculando, por exemplo, f(a, }, acharemos

. .
apla,}
., flagt=b, =
O polindmio assim construfdo & chamado férmula de interpolagio de La-

fla,) =

qfag)+. oo qla )= by

qlagh

Exemplo Consideremos o corpo 25 = {0, T, 2, 3, 4}. Achemos o polind.
mio f € Zg[X] tal que fi0) = 1. f{T)=Z e (7} - Z, dado pela férmula de Lagrange.

G=X-NX-2) = qllo}-f_ B
G2=(X-0UX -2} = gy(T)--T-4
Ga=(X-0UX - T) == q3(2)-2
Logo ' |
fo 2ix- X - 2)+§ (X - 00X - 20+ Z (X - 0MX - 1)= 30X~ 3x+

+2) + 3X(X -2+ X(X-1)=2X"» 4X+ 1

L | -



EXERCICIOS

30. Ache a soma dos cosficientss do polindmio:

41,

frdt - 2xe X' L (10 X0 X)) ¢ )

Sugestiio: 4 soma dos coeficientes de um potindmio f 8 £{1).

Pravar qus se um polindmio f € A[X] é ivisivel sepsradamente por X —a @ por X -
OMAEAEhEA s D, entho f & divisivel por (X -al(X ), '

Solugio

Seja q 0 quociente da-divisio de por {X - al{X - bl. O resto dessz divisio ¢ r= mX+n
pois 3 i} <2 ou r=0. Temnoas:

T X - aM{X - blg+ (mX + n)

Como f & divisivel por X-a, vem:

flal= {a - a}{a - biqial + (ma+ ni=0 @
e sendo f divisivel por X - b, vam :

fib)= (b - alib - blyib) + {mb + ni=< 0 @

Resolvendo o sistema

ma+naQ (‘D
mb+n-_-0 @

Inuinon‘gnltas M e nobtemos m=n=0 g, stsim, =0,

Um polindmio £ dividide seporadamente por X -1, X+ 1, X -i a X+ | dé restos 0, 2,

=5 -5i @ 5i =5, respactivamente. Obter o resto da diviséo de o
. £ -
dos esses polindmios em €x] 0 Por X~ dupondo to-

Determinar f € 25[X], com gr(f) = 5, sstisfazendo as saqu; i
m . seguintas condigdes:
0)=7, D=3, =T, tB)=F s tG)=T

Ache f € Q[X] tal qua 3f=4; f)=fl-1}= 2] = (-2)= 2 & f{0)= g,
Ache T € Z5[X] tal que 3 = 3; TV =5 t(T)« 1. (3]« Z; fi) =3,
Sejs f € R(X] Se u € C 6 raiz de ¥, mostre que 1 & também raiz de f.

Seja f=mpta; X+, ..+ X" um polindmio em Z[X]. Se p,qez e mdeip, qle 1 g,

dinda % é raiz de f, mostre que g+ £ 1 ¢ que play.

Se A =&z, grove que as fungdes polinomiais definidas por' fo X;gm X eh= X+ 653« X°
si0 iguais.

Seja f € €fx] tal que Fli} f{-i) = 2. Ache o resto ds divisdo de f por X « 1.

Mostra que s8 K é um corpo infinito, entdo existem func3es dea K em K nio poli-
nomisis.

Solugio

Consideremos a aplicagio f:K=—wKtal que fiDj=1 ¢ fix)=0 para todo x& K*Co-
ma f admite infinitas raizes em K e f ndo € nula, entéo f ndio poda ser polinomial

Mostrar que es fungdes trigonomdtricas seno e cosseno ndo sio fungdes polinomiais.
Sugestiio: varifique que sen x= 0 & cos x = O t8m infinitas reizes.

Mostre cue e A= ZyxZ o te | € {Zy x ZI[[X] tem grau 2 & 4 » 0, entio
fe {1, 00X% + {1, DIX.

.Aoliquo © algoritmo de Briot-Ruffini nas ssguintes casos:
N feX*ax?e )2+ BX -2 geX-3 0 A=Z
i e x’e2x?; g=X+1 ¢ A=Z,,
i) = 1,004 (2, 00X+ (3, 00x3; g= (1,0)+ X e A=2Zx{0}.

Dividir f por g nos seguintes casos:
1] faXP -1 & g=X-1 em Z[X]
2°) f=X"¢t 0 g=X +1 sm Z[X]

Saja K um uorpd cam n elementos. Prover que o polinamio X~ X € K[X] & identica -
mente nulo, isto &, UM - U= 0, FuEK.

Seja K um corpo finito com n elementos. S f £ K[X] mostre que:
fe=0 e=—= (X"- X} |+t

Ssja K= ‘[l:. 8, ..., ln} um corpo finito com n elementos. Mastre que:
- X -8) . X -m=X"- %

Seja Kn {sl, a3, -- .. ln} um corpo com n elementos.
Sendo b= [X - a1}... (X - 8,), mostre que f. g € K[X] determinam a mesma funcio
palinomial se, & soments se, h | {f - gh

Use a férmule de interpolacio de Lagrangs para provar que se K & um corpo finita,
sntiio toda funclic de K em K & uma fungSo polinomial.
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§ 4. — POLINOMIOS SOBRE UM CORPO

Neste parigrafo somente consideraremos anéis de polindmios sobre um cor.
po K. Certos resultados que iremos obter aqui poderiam ser conssguidos, és vezes
da mesma manaira, em situacbes mais gerais. Contudo, seja pela sua maior impor-.
téncia nos topicos que serdo aqui tratados, s&ja por uma questio de uniformidade,
nos ateremos aos andis de polindmios sobre um corpo, *

1. IDEAIS NUM ANEL DE POLINOMIOS SOBRE UM CORPO

A proposicio a sequir d4 uma descricio dos ideais de K[X], sempre que K
& um corpo.

Proposigio 13:  Se K é um corpo, entdo todo ideal em KIX] é principal.

Demanstrapin:  Seja | # < 0> um ideat em K[X]. Dentra os elementos -

ndo nulos de | seja g um polindmio de grat minimo. E claro que < g> C I .
Mostremos qus vale a inclusio contriria. '

Dado f ¢ | o coroldrio 2 do taoremaz 1 {(deste capftilo) nos assegura que
existe um Unico par de polinémio g, t € K[X] de maneira que f= gq + r, onde
re0oud{r} <dlgh Entio r~f -gg. Como feg estdo em I, o mesmo acontece

- com r. Mas niio podemos ter r ¢ | e g{r) <2 {g). do que resulta que s6 hd uma

alternativa: r = 0. Assim f - gq 0 que vem mostrar que f ¢ < g>>. Ficou provado
que [-<g>. =

Corolério: Se K & um corpo, sntio K[X] é um anet principal.

Demonstracior  J& tinhamos visto que se A é um anel de integridade o
mesmo acontece com A[X]. € s4 junter isso & proposicio anterior. ®

2 MAXIMO DIVISOR COMUM

Conceito: Seja K um corpo. Dados f, g € K[X], um polindmic d ¢ K[X]
se diz mdximo divisor comum de f e g se

M difedig |
() (% dy e KIXIMdy 1 e df lg —> o |d)

e ————

*No capitulo VI veremos uma generglizaclio dos conceitos da maxima divisor comum
@ de. slemento irredutivel que serdc tratados, nests altura, para os anéis de

pelingmios so-
bre um corpo.

Exemplo: Dados f= 2+ 2X € R{X] e g=1 -X? ¢ R[X] o polindmio
. 1+ X é méximo divisor comum de f e g. De fato:
(i} (f=2d == d|f} 8 {g={1-X)d = dlg 36120
li) dy]f == 3 qeR[X]tal que f=d;g. Comodif)=1, entdodld,
o{d,)=1. ' .
No primeiro caso d; € R* e entdo a igualdade
1 1
d=dy{ — + — X}
“a o 9

mostra que d; | d.

N No segundo caso dy =a+bX € g=c,onde a b, ¢ eR" Lembrando que

e d;q obtemos ac=bc=2.Dai a=b e d; ~all+ X}. Portanto
. d-1¢x=—:ﬂdl

que vem mostrar que d | d-

Proposicio 14:  Seja K um corpo. Se f, g e K[X]esede K[x.] 4 um m:
mo divisor comum de f @ g, entiio um elemento d* ¢ K[)E] serd tam?e:rd um
E mo divisor comum de f e g se, @ somente se, existe k € K* tai gue d’= kd.

Demonstragda:  { «=) Por hipdtese d’= kd. ‘ )
iy dlf == 3 qeK[X] tsl que f-dg Como entso

1 w1
t= (kd)( o @) = @)

i podemos dizer que d’ | f. De mansira andloga se prova que d'lg

) W (fedylg) = dild = dilkd

) {=—=) Sed &miximo divisor comumde fe g, entfod’|fe d {g. Logo

;- d' | d. Invertendo o raciocinio chegase a que d [ d'. Agora:

i dld = 3 q € K[X] tal que d=d'q;

dld = 3 q; € K[X] tal que d'=daq: |
: 3 dof=g=0 e entio d'~0equal
! Donde d= dlg:qz). O caso d = 0 56 ocorre quando { ]

z quer k ¢ Ksatisfaz a igualdade d' = kd. Sed+#0,emdoqiq:=1eportantd g;. G2 €
K*. Fazendo q; = k teremos d' = kd. =

Proposicic 15: Seja K um corpo. Entdo, dados f. g € K{X]. existem

hy, hy € K[X] de maneira que o polindmio d = fhy + ghy € um mdximo divisor
comum de f e g.
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Demonstragdo: Consideremos o ideal 1= <f, g « {tm;egm; | m,, mae KIXI}.
Ji vimos que todo ideal em K[X] € principal. Logo existe d ¢ | de maneira qua
b= <d> - Mostramos que d é méximo divisor comum de f e g :

il f=f.100.0 = fela<g> —» 3 ar e K[X] tal que f= dg, =
= d|f

Um raciocinio andlogo nos levars a que d|gq.

i} del = 3 hy,hy e K[X] de modo que d = fh, + gh,. Se d' ¢ K[X]
divide f e divide g, a Ultima igualdade nos garante que d' [ d. ®»

Nota: O fato de o méximo divisor comum de f e g poder ser representado por
d = fhy + gh;, nos casos que estamos considerando, é muito importante. J4 no
item seguinte teremos ocasifo de user tal representacio que é conhecida por
identidads de Bezout com relagio aos polinamios f e g em K[X]. O litor devs
s¢ lembrar que acontece uma coisa andloga no caso de méximo divisor comum
de numeros inteiros, conforme foi visto no capftulo zero.

Nota:  As duas Gltimas proposicBes nos dizem gue dois elemantos f, g € K[X] tém
tantos miximos diviséres comuns quantos sio os elementos de K*. E possivel,
levando em conta a proposicio 14, obter-se a unicidade do méximo divisor comum:
¢ s acrescantar 3 definicio mais um item:

(iii) d & unitério.
Polinbmios primos entre s

Dados um corpo K a f, g ¢ K[X]. dizemas que esses polindmios s¥o primos
entre si s¢ a unidade de K & um méximo divisor comum de f e 9. E claro entiio
que, nesta caso, o subconjunto dos elemantos de K[X] que satisfazem as condi-
¢Bes (i} e (ii) da definicio de MDC ¢ K* . conjunte des polindmios constantes.

Exsmplos

1) Se f é um polindmio comstante nfo nulo e g é um polindmio nfo nu-
io qualguer de K[X] entéo f ¢ g $30 primos antre si,
_ 2} f=X+X*e g=2+ X+ X? ¢ R[X] sdo primos entre si. Se peR[X] e
seplf eplgentop|lg-flistodp)2 Logo T e g s6 admitem divisores co-
muns constantes.

Miximo Divisor Comum: Algoritmo

Seja K um corpo e consideremos f. g € KEX] nio nules. Suponhamos
d {f) > dig). Vejamos agora uma maneira prética, pelo menos nos casos em que K
é um subcorpo de €, para determinar um maxima divisor comum de f ¢ g
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Apliquemos sucessivamente o algoritmo de euclides da seguinte maneira:
f=ga+r (r=0 ou 0(r) < dgh
g=rq;+r; =0 ou diry) < alrh
rarggz+ry (rz =0 ou d{rz} <alry})
Fr=ragz+fy (r3g=0ou dlry) < D)}, ete
prmo ndo podemos ter e ¥ 0, 1y 0, rp 0, r; #0,. .. pois isto acarrataria
g >0 >l ) >0y} > ... 3 0 (seqUéncia inﬁnita? ‘
y & i 1 i iste um resto r, dessa seqgliéncia que é nulo e de
) qn:?r:q::p::salr‘::;:‘i::::, :’:fe- N — nﬁc?sﬁ'n nuios. E claro que a‘sté conven:
¥ gionado ai que ro = r. Afirmamos que r,_, (g no caso n=0) & um mdximo divisor
2 comum de f e g. _
s Com efeito, 1emos f=gq+r (0{r} <alg))
g=rqye+r; (@) <arh
-3 Tn-2Gn * Faog (fr, ) <O, o 1)
fa2=¥naQn

Coma r,_, | r,_, , devido & Ultima igualdade, entdo r, , |r,_, (levando em
'.eunta a penoditima igusldade). Assim sucessivamente chegamos a que r,_ ' |(:1
@ ry. ;| f. Por outro lado, todo divisor de f e g divide r (por causa da primei-
.ra iguaidade). Se divide g e r divide também r,. Nessa ordem de idéias chegaremos
aque esse polindmio divide tambémr, _, .
- Exempla  Em IR[X] achemos o médximo divisor comum unitério de
Fal1e2X+ X243+ XY e go1+e X+ X+ X3

fag.X+(X+1)

g= X+ 1HX?+ 1)+ 0

Logo d= X+ 1 é 0 m.d.c. procurado.

3. POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Conceito: Seja K um corpo. Dizemos gue um polindmio p ¢ K[X] & irredu-
tivel em K[X] ou irredutivel sobre K se
(i} p £ K {ou seja, p ndic é polindmio constante};

(i) Dado f e K[X], se f | p, entdio ou f ¢ K*ou existe ¢ € K*tal que f= cp.
Um paolindrmio g € K[X], nfo constante e nio irredutfvel, chama-se redis-

tfvel/ ou composto.



f ¢ K. Por outro lado, se g [ f, existe h ¢ K[X]

Exemnplos:

1} O polindmio f= 1 - X ¢ RIX] é redutrvel. De fato, atém de n3o sgy

um polindmio constante (f) = 3), o polindmio g - 1 - X ¢ divisor de f, pojs

T-XT a1 -X)1+ X4 X3), o 8 i
+ @ g ndio & um polinémi
decompsto 4wt o ? g0 8 ur ep;: Mio constante e nem pode ser

2) _ O polindmio p= 1+ X2 ¢ R[X] ¢ irredutive] sobre R.
Obviamente p ndo é um polindmio constante,

Por outra lado, se f | p, antdo existe g € K[X] de maneira qué p = fg. Como

g:z}: 2;, :dat;'é}s a!?rmnvas, ém principio, quanto aos graus de f ¢ g: olf)= dig)- 1
A regta:d edf)=0 e.c'!(g} = 2, Mostraremos gque a primeira deve ser’
. d“;mos Cho as duas Gitimas que correspondem exatamente 3 concluséo
: egar quanto § parte (ii} da definicio. Vejamos pois

possfvel 3(f} = 3ig) = 1, PR Que o

Supondo fe aX+ b eg-cX+d{a c#0D), entio
ac~ 1

ad+ be=0
bd-1

fg=(aX+ b}eX+ d) —

- Multiplicando a segunda dessas igualdades POF € e substituindo ac por 1:

debc? =0
Multip!imndq esta Gitima refaﬂ'o por d e substituinde bd por 1:
: d* e et ]
Absurdo pois ¢ #Q,
Nos casos restantes,

® 33(f-2 ¢ 2(g)~0, ontio g-keM* ¢ £ L p,
h k *

® 50 d{f)=0,entio f=ce K",

3]  Todo polindmio de grau 1 § irraduti'val..
Seja f=aX+b e KI[X] um polindmio de grav 1. Entio a # 0 ¢ portanto
de modo que

fu gh

Daf: 1= 3(g) + 3th}. Portanto 3(g)~0 ou 3ih}.0.

No primeiro caso g- ¢ ¢ K*
No segundo, h- k ¢ K* & portanto g -L f.

TR T

3 Proposigio 16: Seja K um corpo. Sa p, f, g € K[X] p é irredutivel, e se
jifg. entdo p|F ou plg.

; Demonstragdo:  Supornhamos que p ndo divide f. Entdo p e f sdo primos
batre si. Com efeito, pelo fato de p ser irredutivel, se g | p, ou g=¢ € K*ou g= cp,
jom © € K. Como nenhum dos polindmios cple ¢ K divide £ {em face da hipd-
e de que p ndo divide f}, concluimos que os divisores comuns a f e p sdc ape-

5 05 polindmios constantes ndo nulos.

Tomando 1 como mdximo divisor comum de f e p, existem hy, h; € K[X]
mangira que 1 « fhy + ph; [identidade de Bezout). Multiplicando por g esta
ualdade:

g = (fg)hy + pigh;).
§Qi:lmc‘.' plifg) e plpentdiop|g. ™

% Corolério: Se p e K[X] ¢ irredutfvei e p | fif; . . . £, onde cada f; ¢ KX]
:
i

.

Recorde-se o teorema fundamental da aritmética: “Todo ndmera natural
¥t n 2 2 pode ser expresso como um produto de nimeras primos positivos

.' n=pipr ...p, fr=1)

E’ determinados de modo Unico, a menos de uma permutagdo”. Para todo anel de
. polindmios sobre um corpo K vale um rasuitado parecide. E o nosso objetivo
. saguinte.

Teorema 3: Seja K um corpo e f um polindmio nio constante de K[X]. .

* Entdo existem polindmios irredutfveis pt, pa, . « -, p,e K[X] {r > 1) de manei-

raque f-pyp; ...p,. Além disso, se f-qiq: ...q,, 0ndeq;. Gz, .-, Qg€

K[X] is = 1) sdo também irredutfveis sobre K, entdo r = s e cada polindmio p; é

igual ao produto de um polindmio Q; por um slemento convenients de K*
Demonstragio

fa) O caso “firredutivel” é imediato. Raciocinemas por inducio.
Se Oify « 1, § € irredutivel conforme jd provamos.

Suponhamos 8(f) « n> 1 e que o teorema seja verdadeiro,_ guanto a decom-.
posiciio, para todo polindmio de graur, com 1 & r < n,

Admitindo f composto, existem g, h € K[X] de maneira que f=gh @
0 < 3lg), dih) < 3{f). Devido 4 hipétese de indugho:
§=pP1P2.--py @ h=p,, P,z --- Py Onde os p; o irredutiveis, t> ter-t>1.

Logo f= pypz ... p, , nas condiches do enunciado.




{b) Vamos supor _
f=ppz ...P =G40z - - . 0

Como p; é irredutivel & py | (g:gz . . . ag). entdo p, divide um dos q; .
Suponde que p, | q:, como g, também é irredutivel, entio existe ¢, ¢ K" de
manegira que

P1 = Cith.

Voltando 4 igualdade do comego e levando em conta a relago gue acaba-
mos de obter ficamos com

{eignlp: - .- PBr=d1qs - .- Qg
do que resulta

leipalpa - . - Pr=9d:293 - - . Gs-
Repetindo sucessivamente o raciocinic desenvalvido acima, até ssgotarmos todos

os fatores q; {e conseqiisntemente todos os fatores p,}, chegaremos & “unicidade”,
nos termos do enunciado, =

5. RAIZES MULTIPLAS

Conceito: Seja K um corpo. Se f ¢ K[X] e se u e K, jé vimos que vale o
seguinte resultado: "u é raiz de f = (X -u) | .

Nessas condigGes, se q, é o quociente na divisio de f por {X - uj, entdo
= (X -ulg,.
Se g, (u} # 0 dizemos que u é uma raiz simples de f.
Se g;{u) = 0, entdo q; também & divisivel por (X - u) e portanto existe
gz € K[X] tal qua q, ~ (X -u)g,. Donde :
f= (X -u)iq,.
Se q; {u) 3+ 0 dizemos que u é uma raiz dupla de f.
Generalizando, se existe um nimero natural r > 1 de maneira que
f-{X-ulq, e g fu) #0
dizemos gue u é uma raiz de muitiplicidade r de f.
Uma rajz miittip/a de f é uma raiz de f cuja multiplicidade § r> 1.

Proposicio 17;  Para que u ¢ K seja uma raiz miltipla de f ¢ K[X] & ne-
cessdrio e suficiente que u seja raiz de t' (derivada formal de f),

Demonstragio: (=) Se u é raiz maitipla de f, existe g ¢ K[X] tal que
f= (X -u)*g. Entdo a derivada de f ¢ dada por
= 2{X -uig+ (X -ulig’
Portanto f'{u) =
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4 portanto

?o que ¢é absurdo. =

{«=) Admitamos agora que f{u} - f"{u) = O e que u seja uma raiz simples

de f, isto 6, f={X-ulg e glu} #0. Dar

i (X -U}g'd- g

flu=gluy +#0

“1  Corolrio: Se o mdximo divisor comum unitdrio de f e ¥ ¢ 1, entio to-

" des 85 rarzes de f s30 simples.
Demonstragio: Como mdclf, £}« 1, existem g, h € K[X] tais que 1= gf + hf’

" * lidentidade de Bezout). Suponhamos que exista uma raiz maltipla u € K de f,
Ent50 f{u) = f'{u) = 0. Daf, achando © valnr em u da identidade acima, obtemos

1= glujf{u) « hlulf'{u) =

0 que £ absurdo. Assim, com a hipotese feata, todas as raizes de f sdo simples. @

Exemplos
1) Seja K um corpo de caracterfstica zero (K = IR, por exemplo). Entdo para

' todo neN*o polindmio f= X® — 1 56 admite rafzes simples porque ' = nX" ~! #
- -polindmio nulo e todas as rafzes de f’ 530 nulas ao passo que © zero ndo 4 raiz
' de 1. (Onde entrou @ hipbtese de que a caracteristica de K ¢ zero? |

2) O polindmio f= 14+ X+ X* 56 admite rarzes simples. Achemos o méximo

" givisor comumn de T e = 1+ 3X2.

3f=f. X+ [2X+ 3}
. 9, 31
={Z PEK - =)+ —
2 ={2X + 3} 2} 2

@xs3- 3 (2 xe 2aeo
Como §~21— é um maximo divisor comum de f e ¥, estes polindmios sdio primos
antre si, Dal todas as rafzes de f sio simples.
8. POLINOMIOS SOBRE CORPOS ALGEBRICAMENTE FECHADOS

Corpo Algebricamente Fechado
Um corpo K é chamado algebricamente fechade se todo polindmio niio

constante f ¢ K[X] admite pele menos uma raiz em K.

Examplo: O corpo € dos nimeros complexos é algebricamente fechado:

é o que nos garante o “Teorema Fundamental da Algebra. Existem virias de-
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monstragdes desse teorema mas ndo faremos nenhuma deias aqui pois com issg 8
fugiriamos ac escopo deste livro. A primeira demonstracio do teorema fundarnm,_-
tal da 4igebra foi dada por Gauss em 1799, D’Alembert em 1746 foi quem eﬂun.=-
ciou pela primeira vez tal teorema. Contudo a demonstraciio por ele apresentadg:
era incorreta,

b b
(*) fraa ... 20X %‘-um—’}...m ba y,
1

ay an

i e = l m
[l

o & uma. raiz de f, entdo u anula um dos fatores a;X « b; e portanto u = -ai
® O corpo R dos nGmeros reais ndo ¢ algsbricamente fechado. Basta notal
que o poiindmio f= 1+ X* e R[X] ndo tem nenhuma de suas rafzes em IR. Obviay$
mente se K é um subcorpo de R, come Z C K, entdo 1+ X* e K[X] e portam'

to K também ndo é algebricamente fechado.

® Um corpo finito ndo é algebricamente fechado. De fato, seja K= {0, 1 , 43
' .8, } um eorpo finito de n elementos. Considerando o polindmio de grau n '

e XX -THX -33) ... (X -a)+ 1 e K[X]

verificamos que flul = 1, % u ¢ X. Logo nenhum dos elementos de K é raiz de f.

b; . . L
- evido 3 decompasicdo
Como, ainda, cada um dos elementos 21_ & raiz de f, d

{ *.}, entdo o coroldrio estd provado. W

MNota: Levandc em conta a possivel existéncia de rafzes miitiplas de ldf :al:ﬁ :

. ao (ni do, nos casos em conside
teorema da fatoragio Unica pode ser enunciado,

:SSIITI “Tado polindmio ndo constante f, sobte um corpo K algebncament: :e_
chado, pode ser decomposto, de uma Ginica maneira (salvo permutacOes dos fato

res), da seguinte maneira:
i - alX - upkn{X - g )REL L (X - ke
Proposiglio 18:  Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado f € K[x] $ fealX - w) r

entdo f ¢ irredutfvel se, & somente se, 3{f) = 1. , 1}, 08 k; sdo niimeros naturais nfio

onde u; # Uy, semprequelqﬁi{'. ji=1.2,-

Demonstragdo: J4 vimos anteriormente que um polindmio de grau 1 so- pulos e ky » kg + .. .+ K =a{n".

bre um corpo K ¢ irredutivel. -
Suponhamos f € K{X] um polindmio irredutivel. Por hipStese existe u ¢ I( 3

de maneira que f(u) « 0. Donde (X - u) | f, o que significa que existe q & K[X]
tal que 1

Relagdes entre coeficientes e raizes

Consideremos um corpo algebricamente fechado K e
fugragX+...+a X"

O fato de que f & irredutivel nos leva a concluir que o polindmio qé mnstante um polinomio de K[X] de grau n.

e i o e e Foranto . Se uy, U, - - - , Uy € K slo as raizes de f, entdo este polindmio pode ser

f= (X -ulq.

fuaX-au decomposto da seguinte maneira: X :
é um polindmio de grau 1. = : fraglX - u X - o) - - 1X = Ug) nta
Desenvolvendo o produto indicado no SGEU"do memiro e levando em CO
E L . i inbmios obtemos:
Coralério: Seja K um corpo algebricamente fechado. Dado um polindmig - a condiclio de igualdade de dois polinomios .
ndo constante f & K[X], se 3{f) = n, entdo existem u;, u;, ..., u_eK de maneira Baoy = =3 W e Uz + 000 Ug) I
que f=alX -u HX -u;) (X -ug), sendo a0 coeflclente dominante & ~ 8_p= 8, U sthuz ...+ Up- 3 Up) :
it Uy O rafzes de - e de uma maneira geral, observando que o coeficiente de X7~ k1 <k<n)é
Demonstregéo:  Levando em conta o teorema da fatoracdo (nica e 2 a' soma dos pradutos
proposicio acima podemos decompor f do seguinte modo: L (- 1)k Uy Wiy - o - Vi
fala;X+b)azX+by) ... {a,Xeb,) ' e G dos n indices 1,2,.
' i binagbes possiveis iy, iz, ..., i dosn S
onde os a sfio elementos nao nulos de K e os b; € K. Observando gue, nessas :ne::llda a todas as com
em
condigSes, il - .
icBes, a,X+ b, = a;{)(-n- a L), i=1,2,...,n, entfo a_ - -T%a, T owuy e G
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Em particular

ag = a,(-1"hmu; ...
Se adotarmos as notagdes

i =U; + U
1 1 z+...+l.ln

Tp=Upily ... ug
teremos
a
-k
=X« (-1)kg,
8
e pOl'tantO

f=a,[X"-0, X "% L kg X0 ke L (- 1))

Exemplos.
1. Polindmios de grau 2

f= aX? + bX+ c € K[X] (K algebricamente fechado}.
Se u; e u; indicam as rafzes de f em K, entdo

Oy =Up+ Uy = - b
a
Oz = Ujup = <
a
e dafl
f=alX? - 6,X+ 03)
2. Polindmios de grau 3.
f-=aX3+bX?+cXed
Indicando por uy, u; e uy as raizes de f {todas em K), temos
Oy =Ug + Uy + Uy = - -2
a
D1z U e Uy = &
8
O3 = Uiz Us = - ﬂ
& antdo
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f- a(XS-olx’ + T2 X - 0a).

65.

a7.

' EXERCICIOS

Prove, detalhadamente, que o polindmio d=~ 6 ¢ maximo divisor comum de f= 1+ %2
e g=1+ X, ambos de IR[X].

Determine o maximo divisor comum unitdrio d dos pelindmios f e g de «[x], nos
seguintes Casos:

al 1= x-xTa T g- e x+ 1 K=2Zs.

bl f=Xx* e X2+ X+ T g XP+ 22X+ X+ 1; K=23-

o f= e xPa X+ gm2X+ 2, K=0Q.

Sajam f, g € K[X] tais que f | g. Mostre que f é maximo divisor comum entre f @ g.

Sejam f, g. 0. r € K[X] de modo que f=g : g+ r. Mostre que se d & maximo divisor
comum entre f e g também o é entre g e 1.

Suponha que o méximo divisor comum unitério de feg € K[x]é 1.
Mostre que: 3¢ h € K[X] f1bg — flh
Sugestio; use a identidade de Bezout.

Seja K um subcorpo do corpo L. Se f, g € K[X] e 3ue L i que flul = glul = O,
mostre que f e g ndo sdo primas entre si.

Dados f, g. h € K[x], nanhum geies nulo, mostre que:

al mdeif, gl=1 ¢ mdetf, hl= 1 == mdcif, gh) =1

b) mdelf, gil=1, flh a gih = fa|h.

Nata: mdelf, gl indica o méxime divisar comum unitdrio de f e g.

Sejam p. f. g € K[X] de modo que mdc(f, g} = 1. Mostre que p & maxima divisor
comum entre pf e pg.

Sejam f. g € €]X] polindmios ndo nulos tais que mdcif, g}= d. Provar que mde(f? g™=g"
para todo n > 1.

Determinar todos o8 muc de :«‘.2 +1 e x3 + X no anel z;[x].

Considere o polindmio f= 4+ 8x2.

Como elemento de Z[X] ele é redutfvel ou irredutivel?
E como elemento de R{X] ?

E como elemento de C[X] ?

Justifique.
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Provar que 2+ 2X+ X* € Q[X] ¢ irredutivel.
Prove detalhedamente, que o polindmio f= 1+ X+ X® & irradutfvel em IR[x].
Ache todos 0 polindmios isredutfveis de grau 2 de 23 [x].

Seja f € K[X]. Mastre que se 3] =
irredutivel ém K[X} (K corpo.},

2 ou Olf) =

Mostrar que um polindmio f & €[X] 6 irredutivel se, & somemte sa, f = 6X + b onds
a3, beéC e a+#0.

Mostrar que os dmicos polindmics irredutiveis de IR[X] 8o squeles da f
a ¥ 0) oy ax +bX+Ca#0 o ph? . 4a¢ < 01.[ ] o 2 orma e

Du:ornpor om futores Irredutivels o polindmio = X* — 4 & K[X] nos seguintes casos:
K=0, K=R, K=¢€.

Mostrar qua X'+ 4 € Z[X] & um polindmio composto.

Mostrar que X2-2 -4 K[x] é irradutivel quando K= @ ou K = ofi 5 é tival
oo kO ET @fil mas é redutive
Obsorvaglio: Q[ /2 ]« {a+ by 2}a, be Cl}

off]- {a+bila.b €@ o i- unidade imaginaris }.
Mostrar qus = et X+ 1 & composto sobre quslqu& corpo K.

Seja p € IK[X] -K} sl que “ ¥ f € K[X] == p |t ou mdeir, pl=1",
Mostre qua p & irredutivel.

S!japE(K[X] =K tal que " ¥ f, 9EK[X].p ffg = plf ou plg™
Mostre que p & irredut(val.

Sejam f. g. h € K[X] 1ais que f | h e g | h & macif, g} =~ 1. Provar que fg | b,

Seg.am f, g € K[X]. Mostrar que | g se, e somente se, g 6 slemento do ideal gerado
por f

Mostrar que s f & g %o polindmios divisivels pelo polindmio h, entda r, resto da divi-
s euclidiana de f por g, também & divisivel por h.

Qual é a importdncia pritica deste teorema?

Aplique 0 teorema ne determinagio do mdc dos polindmios:

f= {0, 8, 3B, 66, -63,33,-9,1,0,0,...} e

g= (-8, 28, -38,25,-8,1,0,0,...).

J, entdo ou f admite raiz em K ou é

ST SR P e T

' § 5o — POLINOMIOS EM DUAS OU MAIS

INDETERMINADAS (NOGOES)

1. POLINOMIOS EM DUAS INDETERMINADAS

Jd vimos que para todo anel comutativo com unidade A pode-se construir
o anel A[X], que também é comutativo com unidade. Logo podemos construir

o anel dos polindmios sobre A[X] o qual serd indicade por A[X, Y].
Em vista disso deve-se notar gue

(B A[X. Y]- (A(X]EY]

-

{ii) Um elemento de A[X, Y| é, em principio, uma seqléncia (fy, f;,

f2....ondef, e A|X], ¥i>0,e 3 r>0demodoquef, -0, % m2=r

{iii)

A adiclio @ a multiplicacio em A[X, Y] sdo definidas, respectivamente,

por .
{fo. fu 2 . ) e lgo.ar. 0. . - delforage, firg farg, . )
e
(fﬂrfll'fll . -1{90-91.92,- --}' {hl)thl:hﬁf - ‘0} ondehk=‘z} f|gl (k- 0'11‘
] I+j=k
{wv)] ¥=10,1,0,0,...)onde 0 é o polinémio nulo e 1 ¢ o0 polinémio uni-

dade de A[X].

A notacio polinomial de um elemento F= {fg, f;, f2,...) e A[X, Y] &
F- T 4yl
Supondo !
f,= ?3 ;X! {a;; € A
teremos
F= E E X'Yl~aoo+a,0X+ao1Y+ ay XY .

desse anel se denomina pofindmio sobre A nas indeterminadas Xe Y.
{vi) F=0{pol. nulo} == ;=0 ¥ ij>0
E imediato que: 8- 0% i,j=0} = F=0
Por outro lado: F=-0 = fj=0 (¢j>0) — 3ij=°: ¥ i, j=0.

vl A[X Y] é também um anel comutativo com unidade. Cada elementc

218



(vii) Os polindmios constantes de A[X, Y] s3o os elementos de A[X].

Vejamos um exemplo de como asta Oltima observagdo pode ser usada. Pode.
mas mostrar que o polindmio F = X*-2XY+ Y2 ¢ R[X, Y] é divisivel por Y - X
usando ¢ coroldrio do teorema do resto da seguinte maneira:

FiX}= X3-2X2. X2 0.

2. POLINGMIOS EM n INDETERMINADAS {n>2)

Dado um anel comutativo com unidade A define-se o anel A[X,, ..., X,

{n 3 2} de polindmios nas n indeterminadas Xy ..., Xp, por recorréncia, do
seguinte modo:

AlXy, oy Xole (AlXy, .. X, DEX,]

Temos assim sucessivamenta:

A[xl ' x'-?,]‘= {A[XI}}[X],] [ A{xl ' xz. X3]' {A[xlr x? ]l[X3 ]! P

E claro que X, & a indeterminada sobre A,

X; a indeterminada sobre AX]
e assim por diante.

Um elemento tipico F e AlX,, ..., X, ] admite a seguinte representacio:

FeZa . . XX ... X

na qual a famnia dos elementos L . é quase nula, ou seja, todos os seus
termos sdo nulos, exceto um niimero finito deles.

Define-se 0 grav de F, se F o,

do seguinte modo: ¢ o maior nimero natu-
ral d com a propriedade:

fitfz+.. +r,=d e & __'rnaED
Notagdo para o greu de F: a{F}.
Um p;)linémio da tipo
Sryey XX XS

recebe o nome de mondmio.

Diz-se que um polindmio F e AlXy, Xa, ..

-+ X,]) 6 homogéneo se todos
03 seus mondmios tém graus iguais.
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Exempio: F= XY?+ XYZ+ X*Z-6Y*ZeRIX, Y, 2] |
Dado F € A[X,, Xz, ..., X,] é sempre possivel a seguintt_a decomposigéo;
F-F0+F1+F: e

' ande Fy ¢ homogéneo de grau zero, F, ¢ homogéneo de grau um, eic.

A partir dessa decomposicio pode-se provar [fica como exercicio). que

L vE GeA[Xy, Xz,...,%,] = 3(F+G) < max{3F),a(G)} e
~'3FG) < 3(F) + 3(C), desde que F #0,G#0, F+G#0 o FG*0.

" Nota: Seja A um anel de integridade. J& vimos entdo gue A[X] também é um

anel de integridade e que U(A[X]) « U{A). Por inducdo pode-se concluir pois que:
. A[X,, X2, ..., X,] éum anel de integridade.
* U(AIXI.- xj' . l-rxn]l‘U(A}

" EXERCICIOS

B4. Escreva na forma de seqlincia o seguinte polinémio:
F=2+2XY+Y: € R[X, Y]

85. Escreva com a notagdo cldssice:
F= 10,1+ % X', 2¢,0,0,0,.. .1 ¢ RX, ¥].

B88. Déa o greu do seguinte polindmic, apés doconlpa-lo em polindmios homogéneos:
F=2XY+ Y2 e 2x2%+ 2207+ 43¥Z2 4 2% € @i, V. 2]

87. Frove, por inducBo, que se K ¢ um corpO'entiu.U[K[xl, - xn]}= U{KI.
88. Seja F € K[X. Y] {K um corpo}. Mostre que e F (X} =0, entlo (¥ — X} | F.

.89,  Mostre que 58 f € K[X, Y. Z] é divisivel por ¥ =X, Z - X, Z - Y, entdo f & divisivel por
fy =X} . (2-%). {2-Y)

80. Mostre que 9 polindmio: 3 .
F=X.YNa ¥, 20z XXM ¥ ¥ Z -ZM X € R[X, ¥, Z] é divisivel por

O =X {Z-X). Z-¥), ¥ n2t,

91, Mostre que F= [X+ Y)™ - XM-y¥M § divisival por ¥ + X quando m é um ndmero na-
tural (mpar.

217



92, Oado F= X2+ X ¥+ v? ¢ IH[x, v] .
'] mostr i .
F=GH e dIG), aH) > 0. ¢ 18 N80 existem G. H € IR[X, v] tais que

Seja F € R[X, ¥] um palinémio si
mtrica em relacgo .
Permutando X e ¥ sm F obtémese o orogrio £ ) acdo a X esY. {Isto quer dizer que

Mostre que: (¥ - X} | F* =— (v - xP i F.

Capiiulo V

ANEIS ORDENADOS

R TS S T

§ 19— ANEIS ORDENADOS

B s A e Ao ey e TR T L

L CONCEITO DE ANEL ORDRENADOD

Neste capftulo (A, «, .} indicard serpre um anel de integridade. Suporemos
ademais que exista uma relagdo de ordem total sobre o conjunto A e, para indi-
car que um par ordenado genérico (x, y] € AxA pertence a assa relagdo de ordem,
esCreveremos apenas X < y.

Definiglo 1: Dizemos que a relagio de ordem considerada é. compativel
com a estrutura de anel de A guando, e apenas quando, 03 seguintes axiomas se veri-
ficam: _

{ii (¥ abceAllasscb = a+c < b+ ¢){compatibilidade com a adi-
cdo}

(i) (VYa, beAld<a e 0<b — 0 < ablicompatibilidade com
a multiplicacdo).

Um anei ordenado & um anel de integridade (A, +, .) tal que no conjunto A
existe uma relacio de ordem total compativel com a estrutura de anel de A. Di-
zer que um anel de integridade A € ordendvs/ significa que & possivel definir ums
relagio de ordem total sobre A que satisfaga os axiomas (i) e (ii) acima.

Exsmplos: Os anéis £, © e R s30 anéis ordenados relativamente 3s relaces
de ordem usuais respectivas,
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2. ALGUNS RESULTADOS SOBRE ANEIS ORDENADOS

Seje A um anel ordenado. Observemos de infcio que se 8, b e A
a<hb

significa que & precede b (na relagio considerada) e gue a # b. Dizemos gue a
precede astritaments b para significar que a < b.

_ ProposicBo 1: Seja A um anel ordenado. Entdo, para a, b, ¢ ¢ A quaisquer,
vale o seguinte:

a) a<b = asc<hec
(h) a<bh +—r a+¢<hs+c¢

Demonstracio: (al  { === ) Vale por definicio de anal ordenado.
(=) arexb+e = (arcl+(-c)Kib+cl+ -c} —= a4+ [cs+{-¢)) <h+
t{ev{-¢)} == a+ 0K b+0 — a<h. :

(bl { =) a<b = a+c< b+ ¢ por defini¢io. Se tivéssemos a+ ¢ -

= b+ ¢, emdo a= b, 0 que saria contrério 4 hipbtese. Logo a+ ¢ ¥ b+ c. Portanto
asc<bee . .

f=—)a+c<brc=—s 3 Kb, devido 4 parte (a). Se pudesse acontecer a
igualdade 2 « b, terfamos também a + ¢ = b+ €,0 que nfo § possivel. Logo a = b.
Donde a < b. a

Coroldrio 1:  Num anel ordenado A sio equivalentes as seguintes afirma-
Oes: (a) x <y, b) DCKy-x e (¢ -y=-x

Demonstragio:  (a) = {b)
X&y = A+ {-X) K y+ {-x] == O0<y- x

b} == {e) |
0y -x == (-y}l+ 0K (-y)+fy - x) = -y _x
{¢c) = (a)

¥L-x= Y (Yl Syr (e = 0K y+ (-x) == x+0 K x+ {ys+{-x)
= X &Y, n

Coroldrio 2: Num anel ordenado séo equivalentes as afirmagdes: {a)} x < vy,
b)] 0<y-xe le) ~yv<-x '

Deixamos a demonstragio deste coroldrio como exercicio.

Proposi¢gio 2: {“Adicio de desigualdades”): Seja A um anel ordenado. Se
_xl,...,xn,vl,...,yneA(nB‘ZIesexiﬁvi (i=1,....n}, entdo

X1+...+X“-§V1+---"V"-

: Se, além das hipGteses jd feitas, existir um Indice r(1 < r < n} de modo que x, <y,
" entdo
Xp 4ot X Y+ v Yy

Demonstracdo:  Facamos a demonstragéo para n - 2. Para generalizar depois
- @ $0 raciocinar por inducdo,
X] £Y1 = X1+ X KXY+

= Xp+ Xz |y +V2
XSy, = Xp+¥ Sy21+ Y1

Suponhamos agora, por exemplo, que se tenha x; < y; & X; < y;. De
acordo com a dedugdo acima temos que
Xy + Xz Ky ey .

. De x; <y, resulta que X, + X3 < y; + X;. Portanto, se valesse a igualdade x; + x; =
.y, + ¥z, terfamos em conseqiiéncia yy « y: < ¥; + X5. Dal entdo y; < x; 0 que é

absurdo j& que, por hipdtese, x; < yz. Consequentemente
X <y; € X3 Sy; == X;+Xz <V¥i+¥a. n

Proposi¢io 3: Sejam a, b e ¢ elementos genéricos de um anel crdenado A.
Entdo:

(i) as<sb e 0xc == acsbc
(i) a<be ¢<0 —= hec=xac
(il a<b e 0<¢c = ac<bc
{iv) a<b e c<0 — bc<ac

Demonstracéo:
(i} a<b=— 0<€b-a=— 0x<{b-ajc = 0<bc-ac = ac<bc
(i} Fica como exercicio
(i} Exercicio
{ivi a<bec<0 = bc < ac, isto em virtude da parte {ii] desta pro-
posi¢io. Supondo be = ac, como A & um anel de integridade e como ¢ ¥ 0, entdo
b= a o que é contririo & hipdtese. Loge bc # ac. Das conclustes obtidas segue
gque bec <ac. @
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Corolério 1 (“Regras de Sinais”’): Sejam & e b elementos genéricos de um

anel ordenado A. Entio:

(M 0<aeD<b — 0<aph
(i} 0<ae bh<D = ab<(Q
fii) a<0 e b<0O = Q< ab.

Demonstragéo:

il 0<aeO0<b = 0.p< ab, em conseqiiéncia da terceira parte da

praposigéio. Ou seja; 0 < ab.
i} e {ili) Ficam como exercicio as demonstracBes. =

Corolério 2: Seja A um anel ordenado. Entdo;
(il ¥aeA—=— 0<ga?

{i) (YaeAla#0 — 0< a?)

(i) 0<1,.

Demonstragio:

{i} C_om(') A € totalmente ordenado 6 hd duas alternativas: 0 < a ou
a < 0. No primeiro caso a primeira parte da proposicdo nos assegura que

0.a<xaa
ou seja,

0<a’.
No segundo caso procede-se de maneira andloga.

{ii} No caso a # 0 ndo se pode ter a° = § pois A ¢ anel de integridade.

m, e dO em conta a p al Q ue se tem u .
L I van rimaira pal IE,

{iii} € um caso particul L
que Ii 1, m particular da parte anterior. E s8 lembrar que IA F0e

Aplicagdo: O anel € dos complexos ndo & ordendvai,

Suponhamos que fosse. Entdo existiria uma relacio de ordem total sobre
€ para 2 qual valeriam simultineamante as desigualdades S

0<i* e 0<1
onde i é a unidade imagindria. Da(
0< -1 ¢ 0<1

ou, equivalentemente,

T<0 e D1
© gue é impossivel.

3. VALOR ABSOLUTO

Seja a um elementa de um anel ordenado A. Indica-se entdo por | a | o vafor

P
 absoluto de a, cuja definicio é a seguinte:

laj=a, se 0<a e
|aj=-a, quando a < 0.
E imediato entdo que [a [=]-a}, ¥ a€A.

Proposicio 4: Sejam 2 e b elemantos de um anel ordenado A. Entdo:
{iy -lal<a<|al

(ii} fabl=1lallb}

(ti} ta+bl<lal+|b]

{iv) IaE-lblélavb!élahlb[

Demonstragin: Quando a - 0 ou b = 0 as afirma¢Ges da proposigio sdo
imediatas. Portanto admitamos a# 0 e b = 0.
(i) 0<a== |al-a e ~lal=-a. Mas 0<a —= -a<0. Logo
-a < a. Assim
-a=-lat<a=lal.
a<0 = |lal=-a e -|al=a Mas a<<0 = 0< -a.Logoa<-a.
Portanto
-jal=a<{-a=]a|
(il 0<a e 0<b = 0< ab. Logo, neste caso, |a | [b|=abe|ab|-ab.
a<0 e b<0 == 0<ab. Aqui temos entdo |a||b|=(-3}[-bl=ab e
| ab | = ab.
a<0 e 0<b — ab<0.Portanto |a|lbl={-alb= -{ab) e i ab |- -{ab].
E andloga ao anterior o caso emque 0<<a e b <0.

{iiij Levando em conta gue
-lal<a<|al e -|lb[<b=x|b]
obtemos, por meio da proposicio 2 (adicio de desigualdades):
-ttatsIbl)<asrb<|al«lbl
No caso Ja+b |=a+ b é uma conciusio diretaque |a+b | <|a]+|b|.Se ao
contrdric, |a+ b |= -{a+b),entdo -{la[+|b|)<-|la+b| Logola+b]| <
< |al+| bl também para esta {ltima possibilidade.
{iv) Como a-(a-bl+ b a parte (iii} acima nos diz que
fal<la-bl+|b]
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lai-lbi<|a-b|
Por outro lado, como a -b =~ a«+ (-b), entdo
la-bi<lal+l-bl=|ale|b]|
Das duas Gitimas conclusdes tiramos entdo a tese
lal-Ibl<la-bi<|al+!b|. w

4. ELEMENTOS POSITIVOS E ELEMENTOS NEGATIVOS

Dado um anel A, se L é um subconjunto ndo vazio de A, definimos a soma
de L com L, 0 produto de L por L ¢ o oposto de L, raspectivamente, por
L+L= {x+y|X,V€L}
LL= {xy | x, yeL}
-L= {-x|IxeL}

Isto posto, & claro que L+ L. C L significa que L § fechado para a adicdo de A
et CL que L éfechado para a multiplicacdo de L.

' Proposivi'g 5:  Seja A um anel ordenado. Se P- {xe¢ A |0 < x}, entéio
(it P+ P C P; (i) PPC P {iil) PU (-Ph=A e liv) PN {-P) = {0 }. Reciprocamen-
te, se A ¢ um anel de integridade e se existe um subconjunto nio vazio P C A

de maneira que as condigdes (i), {ii), {iii) e {iv) acima se verifiguem, entdo A &
ordendvel,

Demonstragio: | — )

il %yveP = 0<Kx 6 0y = 0K x ¢ D+ xKy+x —
> 0sx+y — x+yeP

(i) x,yeP — 0€x e 0Ky — 0 xy = xyeP

(i) Seja x um elemento do anel A. Como a relacio de ordem considerada
sobre A é total, entdo

O0<x ou x<0

Mas

XE0 = -0+ x<0+(-x) = DK -%X =— -xegP — x e {-P},

Logo,ouxeP ou xe {-P).

Assim ficou provado que A C P U {-P). Como obviamente P U (-P) C A, en-

tio A-PU (-P).

(il xePNI-P) = 0<x ¢ 0K -x == D€x e x+0<x+ (-x)
O<x e x€0 = x=0.Loge PN{-P)= {0].

7T .

[ (==} Por hipdtese agora existe um subconjunto ndo vazio P C A gue
g satisfaz {i), (ii), (iii) e (iv). Dados a, b € A, elementos genédricos, ponhamos por

: :_. definigdo

assbh — bh-aebP

£ Mostremos entio gue a relacio assim definida é uma refagio de ordem compati-
. vel com a estrutura de anel de A,

® DeP = a-aeP,'v‘aeA = a®%a ¥aeA

® ash e bsa = b-ae¢P e a-beP = bh-acP e
b-a=-{a-ble{-P)=—= b-a=0—=— a=b

® asb e bsc = b-a¢eP e c-beP = (b-al+{c-bl=c-2¢P =
= A% C.

¢ YabeA = b-acA — b-3¢P oub-a€(-P) = b-acPou
a-beP == a<<b ou b= a.

® %ab ceA

assh== h-a6eP=— b+c-a-ceP== (h+c)-{a+c)eP—
= ag+C % b+

® % a, beA:

D<ae Db = a,beP== abeP = O0<xab =

Nota: A proposigdo, acima nos garante que um anel de integridade A é ordeni-
vel de tantas maneiras quantos forem os subconjuntos PC A, P # ¢, que satisfa-
cam (i}, (i), Liii}l e {iv). Inclusive, se ndo existir nenhum subconjunto ndo vazio
P C A, com as condigBes exigidas na proposicio, pode-se dizer que A ndo é
ordendvel.

Definigdio 2:  Seja A um anel ordendvel. Se P= {x ¢ A | 0 € x}, os glemen-
tos de P sio chamados elementos positivos do anel e os da {-P) sdo os elementos
negativos de A. Um elemeno de P que é diferente do zero de A se diz estrita-
mente positivo; 0s elementos ndo nulos de (- P) 30 os elementos estritamente

negativos do anel,

Exemplos:
1) No anel Z dos inteitos o conjunto Z_= {0, 1,2, . . . lverifica as condigdes
{i), (i}, (iii) e (iv) da proposi¢io. A relagdo de ordem dar resultante & a usual.

Mostraremos gue ndo ha nenhuma outra relagdo de ordem total sobre Z que seja
compativel com a estrutura de anel de 2.
Suponhamos que houvesse e seja P o conjunto dos elementos pasitivos
para essa outra relacio de ordem. Portante 0, 1 ¢ P. Daf
h 1«+1,1+1+1,...€P.

isso tudo nos garante entdo que Z_C P.
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Admitamos agora que pudesse existir n ¢ P de maneira tal que n £Z . Entao
n# 0 e -neZ. Como Z, C P, segue que -n ¢ P. Donde n € (-P). Levando
em conta que P N{-P) = {0}a conclusio ¢ que n- 0. Absurdo.

2) No anel @ dos racionais o conjunto Q,- {% cQlebeZ, } verifica  ag

condigles exigidas na proposicio 5. A relagio de ordem associada a €, é a usual
sobre Q.

Suponhamos que houvesse uma outra relagio de ordem sobre D, compét:’vel
com a estrutura de anel de Q, e chamemos de P o conjunto dos slementos positj-

vos Com respeito a esta (itima. Do mesmo modo que foi feito no exemplo anterior
pode-se concluir entdo que ’
Z, CPp

Tomemos% €q, -a— # 0. Entdo ab™' b? € Z,, ou seja, ab = ab™ b ¢ P,

Mas b? # 0 e b? € P. Podemos entdo concluir que ab™ ¢ P, De fato:ab™ ¢ (-P) =
= -(ab” P = ~(ab b2 P > _gheP = abe {-P) (absurdo).

Ficou assim provado que Q C P.Repetindo a argumentacdo usada no exerm-
plo anterior prova-se que P C qQ. '

3} Consideremos o anel A=R[X].SejaP={fc A |fu0ou cd(f)>> 0}, onde
cd{f) indica o coeficiente dominante de ¥. Mostremos que P satisfaz as condicBes
da proposicao 5.

(i) Sejam f, g ¢ P, Indiguemos por p e q os coeficientes dominantes res-
pectivos, E claro que se f= 0 ou g=0ouf+g=0,asoma f+g pertence a P, Ca-
50 contrario, cd(f« g}= p ou od(f+ gl=qoucdifsgl=p+ q. Donde ¥+ g também per-
tence a P. '

(i) E claro também que se f- 0 ou g- 0, entlig fg- 0 € P. Supondo f £0
e g # 0, entdo fg + 0 e odifg) - adified(g) = pg>> -0, ou seja, fgeP. -
{iii}) Dado fe A, s6 hd tras alternativas: f- 0,

od{f) > 0 ou cd{f} < O (cada
uma excluindo as demais}. Logo f e Pou f ¢ (-P).

{iv) Seja f e PN (- P Suponhameos f # 0. Entdo cd(f}> 0 e cd{-f) -
= - cd{f)> 0. Donde cd{f} > O e cd(f) < 0. Absurdo.

Por exemplo, em relagio a ordem assim deterrﬁinada, podemos dizer que,
sef=1+4X' o guXx'*, emio < g, uma vez que

g-f= -1-4x1%, x!s
tem coeficiente dominante maior que zero.
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- pelindmio f=ag + a X+ ..
BB orimeiro de seus coeficientes ndo nulos {na ordem a,, a,, . . .). Denotemos esse
p coeficiente inicial por cilf).

Nota:  Essa nlio ¢ a (nica maneira de ordenar o anel R[X]. De tato, dado um
.+ 8, X" # 0, chamemos de coeficiente inicial de f o

Nessas condigbes o conjunto Py = {feR[X] | =0 ou ci{f} > 0} também ve -

_": rifica as condigBes exigidas na proposi¢io 5. Deixamos ac leitor como exercicio
& a constatagio desse fato.

5. ANEIS BEM ORDENADOS — ANEIS ARQUIMEDIANOS

Definigdo 3: Seja A um anel ordenado. Dizemos que A é um anel pem
ordenado se todo subconjunto de P {conjunto dos elementos positivos do anel)
possul minima.

Exempio: O anel Z é bem ordenado. O princlpio do menor nimerc inteiro
nos garante que todo subconjunto de Z_ - {0,1,2,.. } admite um menor elemento.

Contra-exemplo: O anel D ndo é bem ordenado. O subconjunto L= {xe @]
t O < x < 1}, por exemplo, estd contido em € e no entanto ndo existe o mini-

mo de L. Com efeito, dado a ¢ L, € claro que % <ae % elL.

Proposigdo 6: Seja A um anel bem ordenado. Entdo nio existe x ¢ A de
maneira que 0 < x < 1 (1 = unidade de Al}. .

Demonstragdo. .Suponhamos que exista a2 ¢ A de modo que 0 < a < 1.
Entdo L= {xe A|0<x<1}#¢ e LCP.SejamominimodeL.Como me L,
entde § < m < 1. Dai (multiplicando por m):

0<m? <m.
Como m < 1, temos entio

0<m* <m<1
oquenosdizque m®° eL e m> <m. Absurdo. ®

Definigdo 4: Um ane! ordenado A se diz arquimediano se, para todo a € A,
existaneN*, demaneiraque nla=T1,+1,+...+ 142> a (o namero de parcelas,
obviamente é n}.

Exemplo: O anel £ ¢ arquimediano, Dado a ¢ Z, é clare que fazendo
ia;= m,entdo {m+ 1). 1> a.
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Contraexempio: O anel R[X] com a relagio de ordem fornecida por
P- {feR[X] | f= D0 ouedifi > 0} nio & arquimediano.

De fato, dado por exemplo = X°, como paratodo ne N”,
cdif-n. 1}=cd(X’-n)- 1> 0,
ettdon-1=n<f ¥neN".

Proposicdo 7: Todo anel de integridade bern ordenado é arquimediang.

.Dg@onstrapé‘o: Seja A um arel bem ordenaco. Se A niio fosse arquimedia-
no existiria um elemento a ¢ A de modo que
nIAQa, YneN*.

Seja L~{a- nlaime N |, Por hipétese L s6 possui elementos positivos, isto &,
L C P. Sejaa-rl, o minimo de L. Observemos que o elemento a -{r« Hta el
Além disso

_1A <0 = -r"A—1A < —r1A = —{ri- 1}1A<_r1Am a_{r+1]1A<a_r1A

Contradicdo com o fato de s -r14 ser o minimo de L. Portanto A é arquimediano.m

Nota: A reciproca da proposicio acima nio & verdadeira. O anel M, por exem-
plo, é arquimediano mas nio é bem ordenada.

6. CARACTERISTICA DE UM ANEL ORDENADOQ

Proposi¢io 8: A caracteristica de um anel ordenado A & zero.
Demonstracdo: Jd vimos qus 0 < 14- Logo O+ Ty < Ta + 14, 0U seja,
Ta < 2.1,. Raciocinando por indugdio iremos concluir que
0<nl,, ¥neN*.
Logonl, #0,%¥ ne N*. Donde c(A)=0. »

Coroldrio: Um anel finito nio é ordendvel.

' Demonstracdo: E 5 lembrar que a caracteristica de um anel finito é
maior que zero. B
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§ 22— CORPO ORDENADO
1. CONCEITO DE UM CORPO ORDENADO

Seja (I, +, . } um corpo. Se, como anel de integridade que &, K for um anel
ordanado, diremos entio que K é um corpo ordenado. Dizer que um corpo K &
ordendve! significa que & possivel definir uma relagio de ordem total sobre K,
relacdo essa compativel com a estrutura de anel de K.

Exemplos: Os corpos © e R sio corpos ordenados. O corpo € dos comple-
x0s ndo é ordendvel.
Nota: E uma consegliéncia imediata da definicdo acima que todas as proprie-

dades de um anel ordenado sio vdlidas psra os corpos ordenados. Inclusive, pa-
ra que um corpe K seja ordendvel, é necessdrio e suficiente que exista um subcon-

junto nda vazio P C K, de maneira que
- P+RCP,PPCP,PU{-P)-K e PN{-P)-{0].

Proposigdo 8: Sejam a e b elementos quaisquer de um corpo ordenado K.
Entdo: (a) {0<a == 0<a™') e a<0 = a~! <Ok
bl D<a<i, = 15<aNelly<da= 0<a ! <1}
©) 0<a<b = b ' <a"!
d} a<b<0 — b '<a!<0

Demonstracdo.
fa) 0<a =a#0 = a!#D == 0<(a ') .Multiplicando a de-

sigualdade inicial por {a™')> obtemos

0. " ")? <ala™')?
ou seja, que 0 < al.
Deixamos 0 término da demonstracdo a cargo do leitor.
b)) 0<a = 0<a !, conforme parte (a} da demonstra¢do. Multipli-
cando 0 < a < 1, por a~' obtemos
0<1, <a™!

Fica como exercicio o restante da demonstragdo desta parte.



€ 0<a<h = 0<a' e 0<hb™ ! == 0<a b t.
Multiplicando 0 < a < b por a 'b™' obtemos
0<b ! <a™t.
{d} Exercfcio. =

Proposigio 9: Seja a um efemento ndo nulo de um corpo ordenado K.
Entda la~* |= la|™! e, em particular, lab™" |- lajib|~’, para totlo elemento be K, b+0.
Demonstragdo:  Como |a™*||a|=la™ al=|1,4i=1,,entfola" [~ |a|™
Dar
lab™'=jalib ™ i=talib|™".
Usando a notagdo de quocientes o resultado ohtide por dltimo se traduz em

TR

Proposigiio 10:  Sejam a e b elementos de um corpo ordenado K tais que
a </ b. Entdo existe um elemento ¢ ¢ K, de maneira que a < ¢ < b.

Demonstragdo: Como 0 <1,,entdo 0<2. 1, 6, portanto, 0 < (2. 1,)7" .

Por outro Jado
asa<asbh = al2.1,)<a+b
a<b = e )
atbh<b+h = a+b<b[2.1AJ.

Multiplicando as duas Gltimas desigualdades obtidas por (2 . 1Al ! o resultado &
o seguinte;
a<(a"‘hl{2. 1al-l e

aeb2. 1,07 <b.

Portanto
a<{aebl2.1,)7 <b.

O elemento c= {a+ b}2.1,)"" satistaz entiio a atirmacdo do enunciado. ™

EXERCICIOS

1.

Seja A um anal ardenado. Mostre que:

al 8, pEA ¢ 0Xp, entio a-p<a

bl 0<a.c 6 0L c = 0<a

cl b<a ¢ c_<D = a.c%<h.c

dl 0<Ca.c &8 c<D = a<

ol 0<<p; <a; e 0<by <y = bl-_bi<51-a:

fl by <a e b;"(az == g;.by+a+ b1 XM +bi-by
g 2.a.b<a’+b’. s beA

h 0<a’+ab+b . ¥ a, beA a#0oubF0

Soluglo
a 0<p=—p<0

Somando aos dols membras da Oitima desigualdads temeos a —p <
b} Nio padamas tar 2 =0 pols inta implicaria ac = 0. Pgr outro lada, se tivéssemos s < 0,
como D < ¢, as regras de sinals aplicadss a g3te caso nos darlam ac < 0 o gue § impassivel,
Logo0<a.-
o) Deb, < a; 80 <bydecorrabiby < ajbz. Deby < a3 80 < 9; sequabas; <aga;.
Donde b by < 0ya,.
h) S8oimediates oscasmremque s=0eb# Ooua+ 09 b=0.
Suponhamos pois a # O eb # 0. Dala® > 0eb®* > 0.58a>0eb >0 loua<0e
b < 0), ento ab > O e portanta a? + b*> + sb > D.
Sea<0eb>0lous>0eb <0} entfio ab <0 edal |ab|=—ab.
Temos ent50: a° + ab + b® =a? — |ab| + b? = a? — 2 ab| + b? + jab|= {la] — b))}
+ labl > O.

l;rova por indugdo os seguintes propriedades num anal ordenado A:
) 0<a =20<a", ¥ neN
b) a<o =>0<a*", ¥ neN
o a<o = " l<o ¥ nen
Soluglo
2n + 1

S n=0=3 = o' =4 < 0, por hipotase. Supoahamos 82° ¥ ¥ < 0, onde r » 0.
Entfo: .z'lr+1l'+ 1=41T¥1. 2 co pois a2 >0 ¢ a®'T1lcp peta hipbtess da

Seja A um &nel ordenado. Mostre que:

a) (e beaiia < b = 33

bl (¥ a,beAla=b® = a=b)

Suponhamos qgue seja puséivel ordenar um anel de integricede de duas maneiras (nfio

necessariamnente distintas) e que P & Py sejam o3 slementos positivos de cada uma
dessas relagbes de ordem. Mostre que se Py C Pz, entiio Py = Py,
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5. Seja A um anel de integridade ordendvel & L um subanel unitdria de A. Mostre que |_
€ ordendvel.
Soluglo
Seja P o conjunto dos etementos positivos de A a conslderemos P =P n L, Mostremos
que P satisfaz, em relagSo a L, as condigBes de propesicso 5. (i) x, YEP = x,yePg
XyEL. Logox+y€Pex+yEL, Assim x + y €. (i}) andloge (iil) Sefa x € L. Entdq
X €A sportanto x 2P ou x.€ (—P), Se x €P, entdo x€P=PnL Sexe(—P), antio
~x€P; mas de x€L decorrs —xeL ¢ portanta [—x)EP A L=P. {iv) Se x P n
N{=P) entio x€P' & x €{—P'). Dal x€P (—x} €P. Donde x €P n (=P) = {o}.

Capitulo VI

ANEIS FATORIAIS

8. Sejs ¢:R —=|R um isomorfismo de.anéis tal que IR, } CR, . Mostra que
a<bh == pa) < pip), ¥ abeRn.

Soluglo

gomo & < b, antéo b — 8> 0. Dai ¢ (b~ al >0 por hipbtess. Se 91b — ) =0, come ¢ 510
ietos, oo b—a=0 0 que § impmv. Donde g o <1 orse, 5 17— DIVISIBILIDADE NUM ANEL DE INTEGRIDADE
qua sague ¢ (a) > i (b _

1. ELEMENTOS ASSOCIADOS

Neste capitulo somente consideraremos anéis de integridade.
) Seja A um tal anel. Dados a, b € A, dizemos que a divide b ou que b é di-
- visivel por a se existe ¢ € A de modo que b= ac. Sea # 0, o elemento ¢ que figura

T AT T N

7. Seja K um Corpo Ordenado. Mostre que (1, + nal 1 n
efermento positivo & € K. 9 K <{K"'!ﬂ g N & W e para todo

Sen=0,antho 1 + 18(14a" o - nessa igualdade é chamado guociente de b por a e costuma ser indicado por g!. Para
n=4, an = - = . . . - ~ . N
hsmos (1 + ;“a ’ 'r +al"= 11+ )% = 1. Logo vale  igusidad neste caso. Su- indicar que a divide b usa-se a seguinte notagdo: a | b. Se a ndo divide b a notagdo
ponhamoy al < {1+ 8)", onde r» 0. Dal.oomol+a>0,seguqqu. {1 + ra} para tal fato & a * b
H+al<il+alf {1+a)=[14+a7*L 2 -
Como Q<m’, wnthe 14+iretlaxi+ Dessa forma ficou definida uma relacdo sobre o conjunto A para a qual sio

+lrtNa+ra’=(1+ {1 +a) Donde 1+(r+1a<(1+a)f 3, ’ . :
verdadeiras as seguintes propriedades:

a) Reflexiva
8. 1sl}I<K um Corpo srquimedianc {mewmg definicio de anal arquimedianc). Se 2 € K o b) Transitiva
K <8 mottre que
a ¥ bek 3 neN| n - ¢){ Yab,ceAlalb = albe
_—
b}SebGKabépmitiv:eta’b5<.u n : di{vabcxyeAlalbe alc = al(bx+ey)
., 8Ny €N ral - -
o TncllauesT<n Deixamos a cargo do leitor a demonstracéo dessas propriedades.

Definigio 1: Dois elamentos a & b de um anel da integridade se dizem
Sohugho associados sea |b e b |a. Notagdo: a ~ b,
Paratodo meA, m—1cA o ‘4 < Exempio: No anel IR[X] os polindmios f= 1+ X e g= 2+ 2X sdo associados
- m—
" porque 2+ 2X<=2{1+X) e {1+ X]= % 2+ 2X).

8. Mostre que um anel de integridade ordenado A ndc possui minimo.

10. Seja K um corpo ordenado. Mostre que 8,b,c,deK, 38 bF0 ed 0, ents Exercfcio: A relagdo ~ definida acima sobre um anel de integridade ¢
d 70, entiio

-l ‘_l . - -
0b7 Ke.d == a.p.d® Sbl. gy, - uma relagio de equivaléncia.
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) Prf:posiﬁo 1: Sei?rn a e’ b slementos de um anel de integridade A. Entio
;os::::e:azs:s:s:lgfmtes afirmacdes: (i) a~b (i) <a> =< p> (i) 3 ue LAY
Demonstragdo
N = (i}
.. bc:,~ b==alb e bia Logo existem c,, ¢, € A de maneira que b= ac, ¢

Seja x € < a>>. Entdc existe t ¢ A de modo que X = at. Levando em conta
que a= by, temos x = blcy1), isto é, x € < b>. Provamos assim que <a> C <h>
De modo andlogo se provagque < b> C < 3>, .

(i) = ({iii}

Comp < a> =< b>,entio existe 1, € A de maneira gue a= bt; . Analoga-
mente, existe t; € A de modo que b = aty, portanto, a = aft;t,). Se a= 0, entio
b- D e por exemplo, 0= 0. 1. Caso contraric a pode ser cancelade da igualdade
a = altaty} e chegamos a conclusio que tt; = 1, isto 4, t; e t; sio inversivels,
Fazendo t; = u, entdo b « au, onde u é inversivel em A.

{iii} =—= (i}

Da hipdtese I_:= au segue direto que a | b. Por outro lado, como u é inversive!
b=au == a=hu" ! Dondeb|a = '

2. | ELEMENTOS PRIMOS E IRREDUTIVEIS

Definigio 2:  Um elemento p # 0de um anel de integridade A se diz primo
se p ¢ U(A) e se é verdadeiro o seguinte: N -
AP T { b . -
(¥a,be Al(p lab == pfa ou p| bl.

Nora:  Se p é primo no’anel de ihtegridade A, por inducdo pode-se provar fque:
plaga;...a, = 2 r,1t‘érﬁn,dl&-n'lodc:queplalr in>2).

Exemplo: Em 2Z{X] o elamento X & pri i Godi
) _ primo pois X # 0, X ndo & inversivel ¢,
algrn disso, supondo que X | fg, onde f= a5+ a; X+ .. . g g=bg + by X +
existem cg, ¢, . . . € 2 de maneira que

fg'_-aobgdagb”boa]le..-coX+c1X’+...
Donde &by =0. Dalay - 0 ou by =0, 0u seja, X | f oy Xlq.

.. . entdo

Definicdo 3: Um elemento p # 0 de um anel de | .
irred e Integricade A & chama
frredutfvel se p ¢ U{A) e se vale a seguinte frase: amado

(YabeAlp-ab— a € U(A} ou be UlA)).

m elemento a € A, nfio nulo, ndo inversivel e ndo irredutive! chama-se redutive!
bu composto.

Exsmpla: X € R[X] é irredutivel. £ claro que X ndo & nulo e também nfo
¥ inversivel, Suponhamos X = fg. Como o grau de X ¢ 1, entdo ou f ou g tem que
Rer grau 0. Ora, qualquer polindmio de grau zero emIRTX] € inversivel (e vice-versa).

; Proposigio 2:
birredutivel. .
_.: Demonstracio: Seja p € A um elemento primo. Entdo p # 0 e p £ U{A).
B Suponhamos p=2b. Comop | p, entdop | ab. Dalp |a ou pib.

Suponhamos p | a. Entdo existe t ¢ A de modo que a = pt. Substituindo em
p= ab obtemas p= p(th). Donde th= 1 0 que mostra que b ¢ inversivel.

E claro que supendo p | b, teremos como conclusio gue a é inversivel. »

Toda elemento primo de um anel de integridade A ¢

': . Nota: & reciproca desta proposicio nio é verdadeira (ver exercicio 16).

£3. MAXIMO DIVISOR COMUM

Definigiio 4: Seja A um anel de integridade. Dizemos que um elemento
e d e A € maximo divisor comum dos elementos a, b € A se

(it dlaedl|b; (i} Sed’ eA,d' |a e d |b,entdc d’|d.

A definigic de médxime divisor comum de n elementos '{n > 2} de um
anel de integridade A é dbvia.

Dois elernentos a e b de um anel de integridade A se dizem primos entre si
 s¢ admitemn a unidade de A como maximo divisor comum.

Proposicio 3: Sejarn a e b elementos de um anel de integridade A, Se d é
.méximo divisar comum de a @ b @ se d; ~ d, entdo d, também & mdximo divisor
: comum de a e b. Reciprocamente, se d ¢ d, 530 mdximos divisores comunsdeae b,
entio d ~ d;. :

Demonstracdo:
® d,|d, dla edib= d; la e d, |b

Sed'|a e d'|b,entdiod’ |d- Mas d|d,;. Logo d’|d;.
: e Se d e d, s50 mdximos divisores comuns dea e b, entdod [ d, ed; | d.
g Logo d ~ di. ' _
Nota: E claro entfic que dois eiementos a e b de A sdo primos entre si se, e
' somente se, U{A) & o conjunto dos seus mdximos divisores comuns.
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4. ANEIS QUADRATICOS -

Seja n # 1 um nimero inteiro livre de quadrados,
cujo unice divisor quadrade perfeito em Z & 1.
guinte subconjunto de C;

Z[\/_l‘l—]={x+vv'?|x,ye/2}

Para cada n, nas condicdes exigidas acima
de C, 0 que se pode verificar de modo r
de integridade. Os Zf \/ n
anel quadrético em que n-

Isto é, um ndmero inteirg
Indiguemos por 2] \/n ] o se-

- © conjunto Z] v/ n | é subanel unitérig
otineiro. Logo cada um deles é um anel
| assim obtidos sio chamados andis quadrdticos. 1)
-1 é chamado ane! dos inteiros de Gauss.

Dado um elemento genérico a = a +_.b“\-/. n ﬂo anel quadrdtico Z[ v/ n | de-
tine-se a norma de « (notacdo: Nia)) do ‘seguinte modo:

Nia) = a? - p%n
Valem entdo as seguintes propriedades:
) Nl =0 e g-0 .
{il N{ag) - NIN@), ¥ o, feZ[n]
(il N{1}=1

iV} Nla)=+1 — o &inversivel em Z{+/n] _

(v} Se N{a) & um.nimero primo p, entdo « ¢ irredutivel em 2{+/7 |.
Provaremos as duas tltimas, '

{iv)

(=) Ni-a’>pn-1 — a+bvn){a-by/ni=1 = ali

= Nla)- 2 1.

I

(v}

Como Nia) # 1 e Nia) # 0, entdo « ¥ 0 e a ndo é inversivel, Suponhamos

a«fy.comBeyeZ[+/n) Dafp- N(BIN{Y). Logo Nif}- + 1 oy Niyi=+1.Qu
seja: ou f ou ¥ é inversivel. .

EXERCICIOS

il{:-‘ Mostre que a relacio x [ y num anel de integridade nBo & nem simétrica nem anti-
i simétrica, em peral,
2. Seja A um anet de integridade. Mostre

que a relagdo R sobre A dada por xRy =
%~y {x associado de y) ¢ uma relacao

de equivaléncia em A

Oeterminar A/~ nos seguintes casos:
al A é um corpo

bl A=E

¢} A= K[x] onde K & um corpo.

Seja A um anel de integridade e considere a, u € A, aonde u ¢ inversfvel. Mastre que
a} a6 irredutfvel = au & irredutivel
bl 2 é primo = au é primo.

Sejam a e b elementos de um anel de integridade A. Mostra que

‘Ca»C «hb» = bla

. Sgjam 8 ¢ b dois slementos de um anel de imegridada A que admitem um mdximo

divisor comum d nesse ansl. Sendo u € U{A), mostre que d também é mdximo divisar
comumdeaueb ade aeub,

Mostre que o nimero 2 ¢ respectivamente iredut(vel, redutivel e imversivel nos se-
quintes anais

z2;2[] e @
Sclugio

Em Z, 2 é primo portanto 2 & irredutivel, _ _
&m Z[i]. N(21 = 4, Se o= 2, entio Nia}. NPl = 4 e uma possibilidade & Niod=N{f)=2
at=1+i e f=1-i, portanta, 2= (1+ M1 =i,

Em®, 2. ;_=1 e 2 €UiD).

Deterrninar todos 03 elar;nenws inversfveis dos seguintes anéis quadrédticos

2lil e 2+ -5]
Siga o rowiro abaixo para mostrar que existem infinitos elementos inversiveis no
aneIA=Z[\f2]. ]

al Determine um elemento & € A, @F £ 1, qus seja inversival;
bl Maostra que se &t & inversivel, entdo o™ dinversival, % n*1 (nell);

2
¢} Considers a seguinte seqUéncia de elementos de A: 1, @, o, . ..

Mostre que 1+ 24/ 2 ¢ rradutivel em Z{ 4/ 2 |. Masmo exercicio comy/ 2 .

Mostre que © polindmio f= 2+ 2X + ax? ¢ irredutivel como eiemento de R{X] mas &
redut(vel em Z[X}.
Sejam a @ b elementos astoclados de um anel de integridade A. Se ¢ € A, mostre qua -

a) cla == clb;
bale == blg *
c)bwe €= xb~x,VxEA

237



| Masire que sio irredutivais no anel dos inteiros de Gauss:
— 144, 1-16e 3 '

f__n.; Determine todos os divisores do himero 2 € Z[i],
Supsstio: &2 = 2-q.f = d4=Nl.NIf) = Nia) |4 tem2Z).

Com isto scham-sa todos o$ divisores de 2 @, aventualmente, outros elementos. Day
é 34 testar.

15.  Detarmine um mdximo divisor comum de 1+ 8 1-i, noanel A-/Z[i].

i\16..,'- Mo:tra que @ nimero 3 § irredutivel no anel A=%2[+/ ~B ]| mas nfic & primo nests
~ " anet, )

&:glrﬁo Para a ssgunda parte mostre que 3 | 12+ i/ 5 12 -i4/ B ) mas que
ndo divide nenhum dessed fatores.

172.  Mosire que no anel do exercicio anterlor o8 elementos 9 8 6+ 3 Y -6 nio admitem
méximo divisor comum.

Sugesto:  Ache os divisores de cada um deles {conforme exercicio 14} & verifique

que nenhum divisor comum ¢ médximo divisor comum (ndio satisfazem & fegqunda par-
te da definicdo de m.d.c ).

:18.  Seja p um ndmero intairo ?rimo. Mastre que p & irredutivel come elemento de Zfi]
30 ¢ somente te, 2 equago X +y* = p ndo admite solugdes Inteiras (solucdes em Z).

' Prove que tado ndmero primo p=4n+3 (n €2) ¢ irredut fvat em Z[i].

Sugestio:  Use o exercicio anterior.
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§ 22— ANEIS PRINCIPAIS — ANEIS FATORIAIS

1. ANEIS PRINCIPAIS '

Ji definimos anteriormente o que vem a ser um anel principalk: € um_gnal
je integridade cujos_ideais_s3o todos principais. Séo exemplos importantes de
lanéis principais, conforme jd@ vimos, o anel _Zfdﬂpg_ inteiros e os anQI_LKE(], onde
K ¢ um corpo.

Mostraremos naste item algumas propriedades importantes relacionadas com
-8 divisibilidade nessas anéis. S

Praposicia 4: Num arel principal todo elemento irredutfvel é primo.
Demonstracio: Seja p um elemento irredutivel. Logo p # 0 e p € U(A).

" Suponhamos que p | ab, onde a, b ¢ A. Mostremos que p divide um clesses ele-
. mentos.

_ Seja < p, a> = < d>. Como p pertence a esse ideal, existe g € A de maneira
que p=dq. Sendo p irredutivel; entio ou d é inversivel ou g é inversivel,

; Se d € U{A), entie < p, a> = A. Logo existem x, y € A de maneira que
£ 1= px-+ ay.‘MuItipIicando por b esta igualdade obtemos: b = p(bx) + {ably. Comao
-_: p divide ambas as parcelas do segundo membro desta relacfio, concluimos entdo
{ quep|b

E’ Agora, se g € U(A), entio de p = dq segue gue d = ;:hq"1 . Como, por cutro
lado, a € < d>, entdo a = dq;, com q; € A. Portanto a= plqg™'q; ), o que nos ga-
rantequepla =

Proposigio 5: Num anel principal A dois elementos quaisquer a e b admi-
tem méximo divisor comum em A.

Demonstragdo: Consideremos o ideal | - < a, b >>. Como A ¢ principal
- existe entdo d € A de modo que | = < d>>. Mostremos que d é mdximo divisor
" comum de a e b.

' ® a-a-1+b.0 = ae€l Logo existe g e A de modo que 2= deq. Portanto
i d | a. Do mesmo modo se prova que d | b.

i & Como d ¢ |, existem Xg. Yo € A de maneira que d = ax, + by,. Se d’ é
% um elemento de A que divide a e b, esta ultima iguaidade nos garante qued’ | d. =

iy

" Nota: Os elementos xg € yo da demonstragio acima ndo sio em geral dnicos.
: Toda igualdade d = axg + byg., nas condigdes de teorema, chama-se identidade de
¥ Bezout para os elementos a e b.
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Proposigio 6: Um elemento p #* 0 de um anel principal A é irredutival
sa, e samente se, o ideal << p> & maximal.

Demonstragfo:  { ==) Suponhamos p irredutivel e admitamos que <C a>

seja um ideal em A tal que < p> C < a>. Entio axiste g € A de maneira que

P=aq. Sendo p irredutivel hd duas alternativas: g€ UjA}ouae UA}

A primeira deve ser descartada pois acarretaria < p>=<a>.

Entdo a ¢ inversfvel, do que resulta < a> - A,

(<=1 Suponhamos < p> maximal. Entio p ¢ U{A) {pois p € U{A) =—=
= <p>=-A).Sep=ab, entio < p> C <a>. Donde < 8> ~ < p>oou<a>

= A. O primeiro caso levaa a ~ p e portanto a que b e U{A}. O segundo caso nos

conduzaque ae¢ UA). ®»

Nosso objetivo a seguir é provar que todo elementa nio nulo e ndo inver-
sfvel de um anel principal pode ser fatorado em elementos irredutiveis, num certo
sentido da “‘maneira Gnica®. Os lemas a seguir visam a chegar a esse ponto.

Lema 1: Seja!l, C I, C i3 C...uma saqjiléncia de ideais num anel prin-
cipal A. Entéo existe r 2> 1 de modo que =T, .= ...

Demonstragcio:

. s . » - -
Seja | - U1|n- O conjunto | é um ideal em Alver exercleio 79-cap. 3}. Logo
. n=1"
existe d € A tal que |- < d>. Estando d em |, existe r > 1 de maneira qued e |,.
Mostremas que | = |,. Para tanto basta provar que | C | .

Se x e I, existe g £ A tal que X =dg. Como d € |

¢r X também pertence
a l,. Assim efetivamente | C I,

E evidente entdo que I,- | L I

Lema 2:  Seja A um anel principal. Enmtio um alemento a € A, nfo nulo e
ndo inversfvel, admite um divisor irredutfvel.
Demonstragdo:

Formemos o ideal Iy - < a>>. Se este ideal é maximal
entfo a & irredutivel,

Caso contrério, existe a, € A de maneira que Iy C Iy = < a, >. Se o ideal
b & maximal, temos que a; € irmedutivel. * '

Caso contrdrio, existe a, ¢ A de tal modo que |, E L E Iy =<a,>.

_ Como a seqiiéncia de idesis assim obtida & estaciondria flema 1), existird
entio um findice r > O de tal modo que I, € maximal. O gerador a, deste ideat
(a. = a, ser=20} é irredutivel e a.la pois <a> C <a>.
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Teowma 1 {Fatoragso “inica’): Seje A um anel principal. F}ado urm elemen-
to 2 € A, ndo nulo e ndo inversivel, existem elementos irredutiveis py, P2, - .-, pgs
' i . Além disso, se a=0q;8z - . - Gy COM
{n > 1) de maneira gue a= P12 - - - P m di G - .
q. irredutiveis, entdo n - s e cada fator p; da primeira decomposi¢ao € associado de
] L

um fator g; da segunda decomposigio.

Demonstragdo: . . .
{Existéncia) E trivial o caso em que a € irredutivel. Suponhamos a
mento composto de A. Entio existe um slemento irredutivel py € A tal que a}- %ql
{9; € A). Devido 3 hipdtese feita por Gltimo, podemos dizer que g, ¢ U(A). Caso

© gy seja irredutivel o teorema esid provado nesta parte (com n-= 2).~Se nnao, existe

" um elemento irredutivel p; que divide g, :q, = P20z {gz € A) Entdo a= p?:;zq;;
‘onde g, ndo é inversivel. Nessa segiléncia de idéias existird um n> 1 d:i Tzn;esei:da
4., ¢ irredutivel (por qué? ). Fazendo g, _;=p,, Obtemos a decomposi¢a

- tiramos que P2 P3 - . . R, = {U132)a3 .

a=pip: - .- Py

(“Unicidade’’) Suporthamos a=p(pz . . . Py GiQ3 - - - G- Como py ‘Ija,'::::gs
Pl 9162 - . . dg Sendo p; um elemento primo, p; divide um dos g;. Admi

i que pil q;. Como g, tamhém é prima segue disso que p; ~ qi-

1 PP =102 - - - Uy
sqg-Uu {com u; ¢ ULA]}. Entdo de pipa ...p, q
Suponhamos g, = u; Py . . . Usando a mesma argumentagéo desen-

volvida até aqui, s& que com relagio a esta ditima igualdade, chegaremos a algo

i

B

D e

- fator q;- Ou seja, vale O teorema da fatoragio

assim: p2 -. Qz- N ) 5
A repeticio desse racioc(nio nos levard @ “unicidade™ nos termos enurncia
dos. =

2. ANEIS FATORIAIS -

Introduziremos agora uma categoria de anéis mais geral que a doi.aneils
principais em gue nos detivemos até agora. O teorema anterior serve de motivagao

* para a definigio a ser dada agora.

Definigio 5: Um anel de integridade A recebe o nome de anef fatorfa( se
i) todo elemento a € A, ndo nulo e ndo inversivel, pode ser fatorade do seguinte
{mlado"; P12 .. onde n > 1 e 0s p; irredutiveis; (i) sea=q;q; . . . Q. Onde

. = 1 - nr .
s> 1 e 05 q, s30 também irredutiveis, entdo n = s e cada fator p; é associado de um
! “*nica”’.

E claro, pelo que vimos, que Os andis principais 580 todos fatoriais. A recl-
proca desse ta'to contudo, ndo ¢é verdadeira conforme veremos ao fim deste cap(tulo.
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Nota: Numa decomposicio a=p, py .., Pn. Com 05 p; irredutiveis, pode-se ter,
pora alguns pares de fatores, i # j e Pj~pj. Contudo é conveniente “reunir” os fa-
tores associados entre si, Dessa maneira a decomposicio assume o seguinte aspecto:

a= upfipf? .. o

na qual u € inversivel, 1 < r <{ n, cada = Tep; + p; sempre que i # j.

As vezes, quando se tém dois ou mais elementos na mesma questdo, todos
ndio nulos e ndo inversiveis, convém (e é possivel) escraver a decompaosicdo de cada
um deles em fatores irredutiveis de maneira que esses fatores sejam exatamente
05 mesmos em todas as decomposicdes. Para tanto, supondo que um fator irreduti.

vel p figura explicitamente em a ¢ A e ndo figura explicitamente em b ¢ A, colo-

tamos p coma tator de b com expoente zero. Assim, supondo que sajam dois os
elementos, a e b, serd possivel o sequinte;

Fipge -—-pﬂ‘" e b=vp?lpg’ ...pE“

onde u e v sdo inversiveis, n > 1, &, §; > 0 (i=1,. ..

a= up

Por exemplo, no anel IR[X] os polindmios F- 1 - X2 ¢ g=1-2X+ X? podem
ser representados assim:
F={1-XH1+ X} e g={1-X72(1.%°

) Propasicio 7: Num anel fatorial A todo elemento irredutivel peAé
primo. '

Demonstracio:  Suponhamos que a, b ¢ A o que p | ab. Se a € ULA), entio
P | b. Do mesmo modo, se b ¢ U(A), € claro que p | a. Também sio triviais os
casosemqgue a=0 ou b=0,

Suponhamos a e b ndo nulos e ndo inversiveis. Como p | ab, por hipétese,
entdo existe ¢ € A tal que ab - pc. Sejam

A= PPz - Py e b-qug; ...q,
“as” decomposicies de a e b em fatores irredut(veis. Entio
PL -« Pmy - .. g, =pe

Pela definigio de anel fatorial (parte {ii)) p deve ser associado ou de um dos p; ou
de um dos g;. No primeiro caso p | a &, se acontecer o segunddo, plh, =

Proposi¢io 8: Sgja A um anel fatorial. Dados. a, b ¢ A, existe mdxime divi-
Sor comum desses elementos em A.

Demonstragéo: Se a-0 (b= 0}, entfio b (respectivamenta a) é um miximo

divisor comum de a e b, Se a ¢ UlA}(b e ULA)), entdo a {respectivamente b) &
um méximo divisor comum de a e b {verifiqus).
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= nota anterior:

et;<r, s Logo t; <min{r, s} (i=1,2,...

Jnjep; ¥ Pj sempre quei 7|,

" proposicio pipd . ..

Caso contrdrio decomponhamos & e b segundo observacdo final contida na

a= up'ilp;ﬁ C e p;“ e b-"P?‘P:” e pl'lr?

Mostremos que o elemento d = pk1pk? . .. pkn, onde kj=min {r;, 5;} li=1,....n} é

E um mdximo divisor comum de a € b.

Que d divide a e divide b & imediato.

g ‘ ‘awpiipl? ... pin (we U(A]
'eA.dla e d'|b. Entdo d’=wpy P
Suponhamos que d’e T

= &8
Corokirio 1: Se d # 0 é um mdximo divisor comum de a e b, entdo 1 e
-B- sdo primos entre si.
Demonstracio: Mantendo as notagdes da proposicio temos

- - -k L___ g — Ky 857 - k2 _'_psﬂ_kﬂ
%...upil kipfz=k2  pin-kn g 4 - v P o

| Ora, como k; = min {F;, 5; }, entdo quando néio se tem r;- k;=0 tem-se ;- k;= 0. Pela

p% = 1 ¢ méximo divisor comum de a e b. Ou seja, a e b
sio primos entre si. ®

Coroldrio 2: Sejam a, b e d # 0 elementos de um anel principal A. Sed é

a b sfio pri tre si.
médxima divisor comum de a e b, entio q e d s80 primos entre

Demonstragio:  E sb lembrar que os andis principais sdo fatoriais.

3. ANEIS EUCLIDIANOS

Vamos introduzir agora uma categoria especial de anéis principais.

Definigio 6: Um anel de integridade A recebe o nome de anel euclidiana
se existe uma funcio d:A* —= N com as seguintes propriedades:

(a} diab)> dla), ¥ a, beA"; -

(bl ¥ a beA,seb# D, entdo existem q, r € A de maneira quea=bq+r,
onde r=0ou dir) <d{b. '

Os elementos q e r sdo chamados, respectivamente, quociente e resto, na
divisiio euclidiana {segundo a funciio d) de a por b,
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Logo um ane! euclidiano ¢ um anel de integridade no qual existe uma dj-
visio com resto.

Exemplos:
1) Sendo K um corpo, o anel K[X] é um anel euclidiano em relacio & fun-
cdo “'grau”’. Verifigus.

Ch e Th T Bl s
2} O anel @ dos racionais é euclidiano em relagdo 4 fungdio d : @"—» N

dada por dir}= 1, % r € Q*, o que & bastante simples de verificar.

3) O anel Z[i] dos inteiros de Gauss é euclidiano em relacio 4 fungdo que
assacia a cada ¢ € Z[i] a sua norma. Provemos este fato.

Lembremos que se a = a+ bi e Z[i], sua norma 4 dada por Nia) = a* + b*.
Dadosaefe A, com §# 0, entdo af !
de maneira que

1 1
r-m| &= - - =
I | . 3 e Is-nl| < 3
o gue sempre & possivel. Podemos escrever entdo
af = menie{r-m)+{s-n)i
v & B[ir-m}+ {s-nli]=8&,

a=Fy+d
onde, caso & # 0,

] ql_&) =d{BHlr- m? « (s

Fazendo m+ ni- ficamos com

- n)?] < d(g).

Isso mostra que y & & sdo, respectivamente, quociente e rasto, na divisio
de & por 8, segundo a definicio dada,

Proposigdo 9: Todo anel euclidiano é principal.

Demonstracdo: Seja A um anel euclidiano e tomemos um ideal | em A de
modo que | # < 0>, Tomemos em | um elemento b tal que
d(b) = min {d{x) | x e 1-{0}} .

Raciocinando como jé o fizemos para K[X] {onde K é um corpo) no capi-
tulo anterior, chegaremos a que f=<p>. =

EXERCICIOS

j Decompor ermn fatores irredutiveis os seguintes inteiros de Gauss:

5, 3+i, 4, Zi e N
5"21._\,

! Achs todos as méximas divisares comuns de 3+ 6i e 2i no anel Z[i]
© .. Mesmo exerciciocem 4 e t+i.

i
I8
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=r+si,ander,se Q. Tomemosm, ne?

[ 22.

24,

Sejam 4, | e K ideais da um anel principal A. Prave que

fa) 1+ N K=+J DI+ K}

bl I1NWU+Ki=NA+NK)

Seiam 4, b e ¢ elementos ndo nulos de um anal principal. Prove que:
a) mdc la, 11~ 1

b) mdc lca, ¢h} ~ ¢.mde {8, b}

¢ mde [a, bl ~1 e mdc (a, ¢l ~1 === mdc {a, be} ~1

d) mde le.b) ~1, alceble = ablec

Observacio: mdcix, yl indica aqtji um médximo divisor comum quzlquer de x, v €A -

Mottre qua Z[ +/ - 6 ] nfio ¢ principal.
Sugestio: Mostre que o ideal {3, 2++/-6 ) ndo é principal.

Mostra que Z[X] ndo ¢ princigal.
Sugestio: Considers o ideal, <{ X, 22>,

Mostre que Z[ +/ - 6 ] néo & fatorial.
Suguﬁo: Mostre que 10 ¢ Z[+/ - 6 | ndo obedece ao teorema da fatoragio Unica.

Mesmo exercicio com A=Z[+/-7 ]
Sumnlo Considers B € Z[ v/ - 7]

Seja A um anel euclidianoc, Dado a € A*, mostre que
a) dia) 2 dl1)

bl dial= d(1} <c=s ag UAl

Mastre que siio suclidisnas os seguintes andis: Z[ /2 |, Z[v/-2] e Z]+/3)

Sugestao: d : (Z[v/n ||* — N é nests caso definids por dicei= | Nt |. % & Proceda
antdo como foi feita no anel dot inteiros de Gauss.

Seja | um ideat am Z[i} Mostre que Z[i]/ 1 ¢ finito.
Sugestiio: Observar que §= <. . Use entdo o algaritmo da divisdo e divida por 0t um
elementa J qualquer de Z[i].

Nurn anel de intagridade A define-se m/inimo mftiple comum de a, b € A coma sendo
um elemento m E A tal que: (i} a| m:b|m: i} alm e blm = m|m.

i1l Mostre, que num anel principal, quslquer geradar de < a>> M </h>> é minima
" miltiplo comum de a @ b.

{IN  Mostre gue, ainda num anel principal, 8b ~ md, onde m é minimo maltipio
comum e d ¢ mdximo divisor comum de 4 e b.

Sa a ansl de Integridade A nBo & corpo, prove que A|X] nda ¢ suclidianc em relego & fun-
¢l O (grau).




§ 3» —— POLINOMIOS SOBRE UM ANEL FATORIAL

Qs anéis que intarvirlio neste pardgrafo sdo todos fatoriais.

Definigio 7: Seja A um anel fatorial. Dizemos que um -polindmio
f=85+8Xe...+a X" ¢ A[X] & primitivg se f ndo & constanta e se 0s seus coe-
ficientes sdo primos entre si, isto ¢, admitem a unidade de A como mdximo di-
visor comum.

Nota: Como A é fatorial, levande em conta a proposicio B deste capitulo e
raciocinando sobre ela por indugdo, podemos garantir que existe mdximo divisor
comum de ag, @, - - ., a, em A.

Exemplos

1} O polinémio f= 2+ 2X +« 3X* € Z[X] é primitivo.

2) £= 2+ 2%+ 4X® & primitivo em R[X]. Por que?

3)Se A & fatorial e e A[X] 4 irredutivel, entfio f é primitivo. De fato.
Suponhamos f ndio primitivo, Entio f= df*, onde d € méximo divisor comum dos
cosficientes de f e, portanto, d ¢ U({A) = U{A[X]). Por outro lado f* também
ndo & inversivel em A[X] j4 que 3(f} = 3(f*}. Chegamos entdo 4 conclusio que f é
composto. Absurdo. '

4) Um polindmio primitivo pode ser redutfvel. Por exemplo f= 2+ 5%+ 2X?
£ Z[X] é primitivo ern Z[X] e ac mesmo tampo composto pois

f=(2X+ 1){X+ 2}
O resultado principal neste pardgrafo é que “se um anel A & fatorial entio

A[X] também & fatorial”. Alguns lemas ser@o necessdrios para chegarmos a esse
resultado.

Lema 1:  Seja f ¢ A[X] um polindmio ndo oomfante, Entio existe um
polindmio primitivo "¢ A[X] e existe um elemento d ¢ A de maneira que f - df*;
Além disso, se f=d; f{, com d; € Ae f{primitivo em A[X], entdo d~d; e L §f,

Demonstragio:

. Suponhamosf-ao+a1X+. o ra, X" Sedéummdede ag, 8y, ... ,a, fa-

Zzendo

f‘._:£+ % X+___+%xﬂ

temos evidentemente f = df* e, ainda, que € primitivo, isto devido ao corold-
rio 1, da proposicio 8, deste caprtulo.
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® Suponhamos f = df"= d;f{ . Da igualdade f - df] decorre que d; | 3

i=0,1,..., n). Logo dy| d. Donde, existe ¢ ¢ A de modo gque d = d; c. Retoman-

do a igualdade df*~ d,f} e levando em contz a dltima igualdade obtida chega-

mos & d,cf"=d;f; . Dal cf’= f{. Isto nos garante que ¢ divide todos os coeficien-

'tes de fy. Sendo este polindmio irredutivel a conelusdo é que ¢ é inversivel.
ntdo d~d, e "~ . =»

Lema 2 (Gauss: O produto de dois pefindmios primitivos sobre um anel
atorial é um polindmio primitivo.

_ Demonstracdo:  Sejam faag+ a X+ .. .+ 8, XM e g=bo+by X+..
% o¢ polindmios primitivos, de grays m e n respectivamente. Entdo

+ bnxn

fg=cg+c1X+...+0 Xm+n

m+*n

ti=k
oy Se fg nio fosse primitivo existiria um elemento irredutivel p ¢ A de modo
g que p [ ¢ (k=0, 1, 2,..., m+ n)O elemento p dividindo agbg e sendo irredutfvel, divi-

- onde o = Z a,bi k=0,1,2,...)
h 1

X Considerando a primeira alternativa, podemos dizer que 3 r, 0 <r € m,
*de maneiraquep 8o, play,...,pla,_, ep t a.

Como

b ¢ =ab +a;b._,+...+abg

tpic, e p + 8, entio plby.

Logo, podemos dizer que ds, 0 <s<n, desocrte que p| b,

cpiby,....plbe_; & p b, Levando em conta que

c =8B, -

r+s "ar—lbs'tl*arbs*ard-lbs-l*"‘*ar-l-sbo

tio p | a,b,. Donde p { 8, ou p | bg. Absurdo. ®

= Lema 3: Seja K o corpo das fraghes de um anel fatorial A. Se F ¢ K[X]
o é constante, entdo existem a, b € A" e um polindmio primitive f*e A[X] de

Bmaneira que F = % £*. Além disso, se F = %L fi.coma,, b, e A" e fie A[X]
; 1

ftambém primitivo, entdo aby ~ ah e '~ f].

Demonstragéo:

Sentlp F= d&\-c_l ¥ ..

o+ S oym e fazendo dod, -
o dl dm e 13 odl - .

. dy = b, entdo

_:;_ f, onde e A[X]. Usando o lema 1: F- —:— ", com f*primitivo e a € A™.



Por outro lado, se F= %f'= 21 £7 , conforme o enunciade, entio ab, f* =
1
a;bfl. Usando mais uma vez o lema 1 [sua segunda partel podemos concluir

que ab; ~ ;b eque T~ ;. m

Lema 4 {Gauss): Seja f um polindmio irredutfvel sobre o anel fatoriaf
A. Se K indica o corpo das fragSes de A, entdo f também é irredutivel sobre K,

Demonstragdo:  Suponhamos f redutivel sobre K. Entdo existern dois po-
lindmios G, H ¢ K[X], ambos de grau maior que ou igual a 1, tais que f=~ GH,
0 lema 3 nos permite ¢ seguinte com relagdc a G ¢ a H:

G-—%g e Hs %h, onde a, b, ¢, d e A¥e g. h € A[X] sdo primitivos.

Assim temos
f- % gh ou bdf=acigh)

onde gh é primitivo, devido ao lema 2.

Entdc 3 u ¢ U(A} de forma que ac = u{bd){pois ac ¢ bd sdo associados)
Portanto f = {uglh. Como d{ug) = 8(G) = 1 ¢ d{h} = 3({H) = 1, entéo a igual-
dade f= {ug)h nos diz que f é redutivel em A[X], o que é contrério & hipitese. w.

Nots: Da demonstragio que acabamos de fazer decorre que se f ¢ A[X] se
decompde em K[X] em dois fatores, G e H, ambos de grau = 1, entdo f também
se decompGe em A[X) em dois fatores, g e h, de graus respectivamente iguais
aos de G e de H.

Coroldrio: Seja A um anel fatorial. Entio tode polindmic irredutivel
f ¢ A[X] é tambhém primo.

Demonstragio:  Suponhamos primeiro que f € A, isto é, que f & um poli-
ndmio constante. Sendo irredutfvel come elemento de A, entiio f é primo em A.
Logo (ver exercicio 36) f é primo em A[X].

Vamos supor agora que 9{f) = 1 ¢ admitir que f | gh em A[X]. Se K é o
corpo das fragbes de A, podemos dizer entdo qua f | gh em K[X]). Como K[X]
¢ um anet principal e f & primo em K[X] ipor qué? }, entio f | g ou f | h {em
K[X]). Consideremos a primeira alternativa. )

Dela tiramos que existe M ¢ K[X] tal que g= fM. Usando as decomposi-
goes dadas pelos lemas 1 8 3 e lembrando que T é primitivo em A[X], pois é irredu-
tive! neste anel, obtemos '

* a »
og._fm
b

_-_ fraghes. Dado f-ag+ a; X+ ..
¥ mento irredutivel pe Atal quep lag, play,...,pl3,_,,pT a, e p*T ay entdo
& f ¢ irredutfvel em K[X].

f onde a b, ce A'e g* e Tm"sdo polindmios primitivos de A[X]. Entdo bc ~ 3
f O que acarreta que existe u ¢ U{A) 1al que

g*= ufm”.

f Logo g= flucm™, o que garante que T [ g em A[X]. =

Teorema 2:  Se A é um anel fatorial, entdo A[X] também ¢ fatorial.

Demonstragdo: Sejafe A[X], T#0 e f ndo inversivel.
® (Decomposicdo). Procederemos por indugdo.

Se o(f} = O, entdo f ¢ A. Decompondo f em fatores irredutiveis de A {o que
¢ possival pois A é fatoriall teremos a decomposi¢io desejada, pois um elemento

2 irredutivel em A também o é em A[X] {justifigue).

Suponhamos que o grau de f sefa n> 0 e admitamos que a decomposigio

L seja possivel para todo polindmio de grau r, ande D < r < n. Devido 20 lema 1

podemos escrever f = df*, onde d ¢ A e §7 e A[X] é primitivo. Caso f* seja irredu-
tivel, decompomos d em fatores irredutiveis em A obtende a decomposigio pre-
tendida para f. (Neste caso, se d fosse inversivel, entio f também seria irredutfvel
e nada haveria a fazer.} Caso f* seja compasto, existem entdo g, h ¢ A[X] de
modo gue .

f*= gh, sendo que 1 < d(g), a(h) < 3lf*) = af.

Aplicando a hipdtese de indugéo para g e para h e raciocinando com d como nos
outros casos, a demonstragio se completard.

& (Unpicidade} Por indugdo. Fica como exerclcio. Q leitor poderd inspirar-
se, se for o caso, no que foi feito no teorema 1. E deverd notar que o Gltimo

coroldrio é pega fundamental da demonstragiio a ser feita. .

Nota: Em virtude do teorema demonstrado podsmos afirmar que Z[X] 4 um
anel fatorial (j§ que Z & fatorial). Contudo Z[X] nfo é um anel principal. Para

arantir tal afirmagic mostremos que o ideal I = < 2, X>> ndo é principal. Se fosse
* axistiria f € | de modo que =< f>. Como 2 e X pertencemn a | poderiam ser assim
representados: 2 = fg e X = th, onde g e h sdo polindmios convenientes da Z[X].
" Da primeira dessas igusldedes tiramos que f=* 1 ouf= £ 2, Levando em conta tam-
bém a segunda ficamos com f= * 1. Daf seria possivel representar o nimero 1 da
sequinte forma: 1= 2m,; « Xm;, com m;, m, € Z[X), o que é absurdo.

Critério de Eisenstein: Seja A um anel fatorial e ssja K o seu corpo de
-+ a3, X" e A[X] {f ndo constante), se existir um ele-
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Demonstragdo:  Seja f= GH uma decomposicdo de f em K[X]. Vamos supor
a{F)=r e 3{G) = s. Conforme nota logo apds o lema 4, f sa decompde também
em A[X] em um par de fatores, de graus r a s. Seja

faibg+ by X+ ...+ b XMoo+ ey X+ ...+ - o
essa decomposicdo. Como p | boco=a € p°1 8y, entfio p | e oup | by {"ou”
exclusivo). Suponhemos que p | by. Como p+ b cg= a,, entdo p+ b, Admitamos
quep |bo.plbs,....plbe_; e pTh,, onde0<k<r < n. Considerando o termo

g =boCp+. ..+ b _ ¢ +bytyp

conclu/mos entéo que p'|'ak (se dividisse teria gue dividir também by ou cy}.
Donde k= n. Assim r= n e, consequentemente, s=0.

Provamos pois que uma decomposicio qualquer de f em K[X] em dois fato-
res s6 & possivel se um desses fatores for de grau zero. Isto significa que f & irredu-
tivelem K[X]. ®»

Exempio: Consideremos o polindmio f = 7+ 14X+ X® de Z[X} Tomando
0 ndmero primo p= 7 verificamos que 7 divide todos os coeficientes de f exceto o

do termo em X°. Por outro fado 77 = 49 n¥o divide a = 7. Portanto o polindmio
1 é irredutivel em OQf{X].

EXERCK 10§

34, Hepresentar cada um dos Seguintes polindmios, de A[X], na forms de produto de
uma constante por um polindmic primitivo:

a3) 3X°+6X+6, A=2Z
bl 2 +2X+1, A=R

el 2%+ 1+ i+ (1-i), AwZ[i]
dl 23+ 2- 21X+ 4, A=Z[V2]

36. FReprasentar ot polindmics abaixe, todos de K[X], como prdduto de um elermanto
de K por um polindmic primitive da A[X] {onde K & o corpo de fragdies do anet da
intagridade A). )

AL x*+ Lxes a-z
3 2

b} A= 2[i]

1 1
X ; X+ 4—_?\/—2_. A"Z{'\/?]

1. 5 x4z
2 1-1
1

)

LwAAT

- 37,

43.

42.

41,

Mostre Gue um slemento primo p de um anel fatorial A, também & primo em A[X]-

D% um exemplo que mastre sar falsa a reciproca do Lema 2 {Gaussh.

‘\Pliqda o critdrio de Eisenstein 20s saguintes polindmios da Zx}:
a) 242X+ 4X2+ X

By X5-7

Mesmo 8X8reicio com
a) - 20+ (341D + 4%+ (1 - 11 € A[X]. onde A= 2Z[i] ;

bl Y2+ 2%+ 20¥ + (X+ 1) € A[Y], onde A=2[x]:

o} axvie vt e X2y + X € AlY], com A= 2Z[X].

al Sendo A um anel de integridade, mostre que ¢ A[X] — Al%] dada por
Wlag+ ay X+ . . )= ag+ ay (X+ 1)+ ... é um sutomorfismo de anéis.
Lavando am conta a parts anterior, mostre que sdo irredutfveis sobre Q os seguintes
polindmios de 2[X].

m 1+ex?

() 1+ X+...+XP~24 xP~!, ondep éum nimero primo positivo.
a} Considers o homomoarfismo ¢ : Z[X] —Z,{x] {p= numero inteiro positivo qual-
quer) dado por Plag+ 8 X+ .. J=3g+ X+ ... . Sendo f= wIf} irredutivel em
Zp[x], mostra que f ¢ irredutivel em z[x}

Aplique a parte {a) para concluir que sic irredutfveis em z[x]

Ir f= 1+ X+ X4 x> xt

Sugestia: p=2

B £=8+ 11X+ 6 + .

Tois polindmios sBo irredutiveis em @fX]? Por que?

b

—

b

Use o carolirio do lama & para conctulr que o anel Z[4/-3] nso é fatorial.

Sugestéo:  Considerar o polindmio
fu P 264304 -2/ e 2[ /23 D [X].
Dé um-exemplo de um anal fatorial que ndo & principal. "7

Seja A um ‘anel fatoriai e X #eu corpd-de fragdes. Dé um exermnplo de um polindmia
1 € A[X] que & irredutivel em K[X ] sem o ser em A[X].

Seja A um anel fatorial. Mostre que um divisor néo constante de um polindmio pri-

" mitivo f € A[X] também & primitivo.

Um corpo é um anel fatorial?

Se A & um anel fatorial, entdo A[Xq, Xz, . . ., X,] € fatorial, % n > 1. Prove.
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